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この文書は [2]の続きであるが，電波通信の記事 [2]は独自の定義で次元論をやってい
るので，この文書では繰り返しをためらうことなく最初から説明をする．見返してみたら
結構ガバガバでびっくりした．
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1 前回までのあらすじ 1・次元の定義
定義 1. dimT X = −1 であるとは X = ∅ と定義する．

定義 2. 位相空間 X の部分集合 S が clopenであるとは，S が開かつ閉集合であるとき
にいう．

定義 3. X を可分距離化可能空間とする．このとき X が 0次元であるとは X が空集合
ではなく X の clopen 集合からなる開基が存在する時にいう．このとき dimT X = 0 と
表す．
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定義 4. n ∈ Z≥0 とし，X を可分距離化可能空間とする．このとき整数 dimT X を以下
を満たす最小の整数 m で定義する．X の m + 1 個の部分空間 X0 . . . , Xm が存在して
dimT Xi ≤ 0 とX =

∪m
i=0 Xi を満たす．この定義のもと，dimT X ≤ nとはX の n+1

個の部分空間X0 . . . , Xn で dimT Xi ≤ 0 とX =
∪n

i=0 Xi を満たすものが存在すること
を意味する．また，dimT は位相不変量であることがわかる．

dimT の定義から直ちに次の二つのことがわかる．

補題 5. X を可分距離化可能空間とし，S ⊂ X とする．この時 dimT S ≤ dimT X が成
り立つ．

補題 6. X を可分距離化可能空間とし，A,B ⊂ X とする．この時 dimT A ≤ n かつ
dimT B ≤ 0ならば dimT A ∪B ≤ n+ 1 が成り立つ．

補題 7. X を可分距離化可能空間とする．BをX の開基とする．このとき B の部分集合
Aで開基になりさらに card(A) ≤ ℵ0 を満たすものが存在する．

証明. X は可分距離化可能空間なのでその部分集合も可分距離化可能である．よって X

の任意の部分集合はリンデレフである．X の可算な開基 C を取る．任意の U ∈ C に
対して B が開基であることと，U がリンデレフであることから可算集合 AU ⊂ B で∪

V ∈AU
V = U となるものが存在する．そして

A =
∪
U∈C

AU

とおけば Aが求めるものになっている．

系 8. X を可分距離化可能空間とする．このとき dimT ≤ 0 であることと，可算開基で
あって clopenな集合からなるものが存在することは同値である．

補題 9. X を可分距離化可能空間とするこのとき dimT X ≤ 0であることと任意の X 内
の交わらない二つの閉集合G,H に対して clopen集合Oが存在してG ⊂ OとH∩O = ∅
を満たすことは同値である．

証明. 後半の条件から dimT X ≤ 0 が導かれるのは明らかなので逆を示す．
今 dimT X ≤ 0 なので各点に可算な近傍形で clopen なものからなるものが存在する．
そのようなものを p ∈ Gについて Np と表すことにする．さらに H が閉集合であること
から任意の V ∈ Npについて V ∩H = ∅ と仮定してもよい (必要なら {S∩ (X \H)}S∈Np
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と置き換えれば良い)．そして X \ Gも次元が 0以下なので clopenな集合からなる開基
B が存在する．このとき集合族 ∪

p∈G

Np ∪ B

は X の開基になるので補題 7 からこの集合族の部分族で可算な開基 {Ui}i∈Z≥0
が存

在する．ここで Ui ∩ G ̸= ∅ ならば Ui ∩ H = ∅ に注意しよう．そして V0 = U0 で
Vi = Ui \

∪i−1
j=1 Ui と定義する．すると各 Vi は開集合で X =

∪
i Vi となる．そして

O =
∪

Vi∩G ̸=∅

Vi

とすると
X \O =

∪
Vi∩G=∅

Vi

なので O は clopen であり，G ⊂ O を満たす．さらに Vi について Vi ∩ G ̸= ∅ ならば
Vi ∩H = ∅なので H ⊂ X \O となるから O は求める集合になっている．

命題 10. X を空でない可分距離化可能空間とする．もしも可算個の閉集合 {Ai}i∈Z≥0
で

dimT Ai ≤ 0 と X =
∪

i∈Z≥0
Ai を満たすならば dimT X = 0である．

証明. X が補題 9 の条件を満たすことを証明しよう．X の交わらない二つの閉集合 G,

H を与える．帰納的に Pi と Qi, Ri, Li を構成する．まず G∩A0 とH ∩A0 は A0 のな
かの交わらない閉集合である．A0 は 0次元空間なので補題 9より A0 の中のある clopen

集合 P0 と Q0 が存在して

(1) G ∩A0 ⊂ P0

(2) H ∩A0 ⊂ Q0

(3) P0 ∩Q0 = ∅
(4) P0 ∪Q0 = A0

を満たす．
さて A0 は閉集合だから P0 と Q0 は X の閉集合でもあるし，G ∪ P0 と H ∪Q0 は X

の交わらない閉集合である．ここで X の正規性*1を用いて以下を満たす X 二つの開集合
R0 と L0 を得る．

(1) G ∪ P0 ⊂ R0

*1 距離化可能空間は常に正規である．
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(2) H ∪Q0 ⊂ L0

(3) CL(R0) ∩ CL(L0) = ∅

一般に Pi, Qi Ri, Li を帰納的に以下を満たすように定義する．

(1) Pi と Qi は Ai の clopen集合
(2) CL(Ri−1) ∩Ai ⊂ Pi

(3) CL(Li−1) ∩Ai ⊂ Qi

(4) Pi ∩Qi = ∅
(5) Pi ∪Qi = Ai

(6) Ri, Li は X の開集合
(7) CL(Ri−1) ∪ Pi ⊂ Ri

(8) CL(Li−1) ∪Qi ⊂ Li

(9) CL(Ri) ∩ CL(Li) = ∅

このように構成できることは各 Ai が clopenであることと X の正規性からわかる．この
とき以下が満たされる

(1) Ai ⊂ Ri ∪ Li

(2) CL(Ri−1) ⊂ Ri

(3) CL(Li−1) ⊂ Li

そして R =
∪

i Ri, L =
∪

i Li とすると R と L は開集合である．そして X =
∪

i Ai ⊂
R ∪L なのでX = R ∪Lである．また矛盾を導き出すために x ∈ R ∩Lとなる xがもし
も存在したとすると x ∈ Ri と x ∈ Lj となる i, j が存在するが k = max{i, j} とすると
x ∈ Rk ∩ Lk = ∅ となり矛盾する．つまり R ∩ L = ∅である. Rと Lは交わらない開集
合で定義から G ⊂ Rと H ⊂ L を満たす．そして R ∪ L = X なので Rと Lは閉集合で
もある．このことは補題 9から dimT X = 0を意味する．

定義 11. X を位相空間とする．X の部分集合 S が Fσ であるとは S がX 内の可算個の
閉集合の和集合として表される時にいう．

系 12. 可分距離空間が 0次元であるような可算個の Fσ 集合の和集合で表されるのなら
ば全体空間も 0次元である．

定理 13. n ∈ Z≥0 とする．X を可分距離空間とする．このとき X の可算個の Fσ 集合
{Ai}i∈Z≥0

が存在し dimT Ai ≤ nと X =
∪

i Ai を満たすならば dimT X ≤ nである．
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証明. nに関する帰納法で証明する．n = 0の時は既に命題 10で証明されている．n+ 1

より小さい数では定理が成り立つとする．このとき可算個の閉集合 {Ai}i∈Z≥0
が存在

し dimT Ai ≤ n + 1 と X =
∪

i Ai を満たすと仮定してもよい．このとき B0 = A0,

Bi = Ai \
∪i−1

j=0 Aj と定義する．すると各 Bi は Fσ 集合であり dimT Bi ≤ n+ 1 を満た
しさらに Bi たちは交わらずX =

∪
i Bi が成り立つ．さて dimT ≤ n+ 1の定義から各 i

について Bi の部分集合Mi とNi で dimT Mi ≤ nと dimT Ni = 0 となる．M =
∪

i Mi

と N =
∪

i Ni と定義する．各Mi は互いに交わらないのでMi = M ∩ Bi となる．よっ
てMi はM のなかで Fσ 集合である．よって帰納法の仮定より dimT M ≤ n となる．同
様に dimT N = 0である．X はM と N の和集合なので，補題 6から dimT X ≤ n+ 1

が成り立つ．

さて今から dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n を証明する．ここで，Sn とは n次元球面で
ある．

補題 14. n ∈ Z≥0 とする．このとき Qn は 0次元である．

証明. 一点集合は閉集合でなおかつ 0次元なので命題 10からわかる．

補題 15. n ∈ Z≥0 とする．このとき (R \Q)n は 0次元である．

証明. 点 x = (x1, . . . , xn) ∈ (R \Q)n をとる．任意に ϵ > 0をとり，各 i ∈ {1, . . . , n}に
ついて ηi, κi > 0 を

(1) 各 iについて ηi < ϵかつ κi < ϵ

(2) (x1 − η1, . . . , xn − ηn) ∈ Qn

(3) (x1 + κ1, . . . , xn + κn) ∈ Qn

を満たすようにとる．(2), (3) の条件を満たす ηi, κi が存在するのは Q が R の中でが稠
密だからである．U =

∏n
i=1(xi − ηi, xi + κi) かつ C =

∏n
i=1[xi − ηi, xi + κi] とおく．

これらの集合について U ∩ (R \ Q)n = C ∩ (R \ Q)n なので U ∩ (R \ Q)n は (R \ Q)n

の clopen集合であり，xの近傍でもある．ϵは任意なので各点 xについて (R \Q)n 内の
clopenな近傍系が存在することがわかった．よって dimT (R \Q)n = 0 である．

補題 16. n ∈ Z≥0 とする．このとき dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つ．

証明. k ∈ {0, . . . , n} について Ek ⊂ Rn を Rn の部分集合で高々 k 個の座標が有
理数になっている点全体とする．今から dimT Ek = 0 を証明する．今 En = Qn か
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つ E0 = (R \ Q)n なので補題 14, 15 から dimT En = dimT E0 = 0 がわかる．よ
って k ∈ {1, . . . , n − 1} について dimT Ek = 0 を証明する．Z(k) を {1, . . . , k} の
濃度がちょうど k 個の部分集合全体とする．そして σ = {i1, . . . , ik} ∈ Z(n, k) と
v = (v1 . . . , vk) ∈ Qn について A(σ, v)を任意の j ∈ {1, . . . , k}について第 ij 座標が vj

になるような Rn の点全体とし，B(σ, v) を任意の j ∈ {1, . . . , k} について第 ij 座標が
vj になり，それ以外の座標が無理数に属するような Rn の点全体の集合とする．このと
き Ek の定義から任意の σ = {i1, . . . , ik} ∈ Z(n, k) と v = (v1 . . . , vk) ∈ Qk について
Ek ∩ A(σ, v) = B(σ, v) となる．ゆえに B(σ, v)は Ek の閉集合である．さらに B(σ, v)

は (R \Q)n−k と同相なので 0次元である．さて Ek の定義から

Ek =
∪

σ∈Z(n,k)

∪
v∈Qk

B(σ, v)

が成り立ち，各 B(σ, v) は Ek の閉集合かつ 0 次元で Z(n, k) と Qn−k は高々可算集
合なので命題 10 から dimT Ek = 0 が従う．さらに明らかに Rn =

∪n
k=0 Ek なので

dimT Rn ≤ nがわかる．次に Sn について考えよう．は Rn の一点コンパクト化であり，
Sn = (E0 ∪{∞})∪

∪n
k=1 Ek である．そして命題 10から dimT (E0 ∪{∞}) = 0 なので，

dimT Sn ≤ n がわかる．

注意. 一般に dimT Rn = dimT Sn = n が示せるが，証明は面倒である．しかしこの文章
で証明を行う．

2 前回までのあらすじ改・大きいのと小さい帰納的次元
定義 17. X を位相空間とする．S ⊂ X とする．このとき S の境界集合を ∂XS で表す．
x ∈ ∂XS であるとは任意の xの近傍H についてH ∩S ̸= ∅かつH \S ̸= ∅ を意味する．
一般に ∂XS = CLX S \ IntX S である．ここで CLX , IntX は X における閉包と開核を
表す．

補題 18. X を位相空間とし，A ⊂ S ⊂ X とする．このとき ∂SA ⊂ S ∩ ∂XA が成り
立つ．

証明. 一般に位相空間 T とM ⊂ T について P ⊂ M ⊂ H となる開集合 O と閉集合 C

について ∂TM ⊂ H \ P であり，∂TM = CLT (A) \ IntT (A) に注意しよう．
さて，O = IntX Aで C = CLX Aとおく．すると O ∩ S と C ∩ S はそれぞれ S の開
集合と閉集合で O ∩ S ⊂ A ⊂ C ∩ S を満たす．よって ∂SA ⊂ (C ∩ S) \ (O ∩ S) を満た
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す．ここで (C ∩ S) \ (O ∩ S) = (C \ O) ∩ S = (CLX A \ IntX A) ∩ S = ∂XS となる．
これは ∂SA ⊂ ∂XS を意味する．

補題 19. X を位相空間とし，N ⊂ A ⊂ X とする．すると N が Aの開集合であるとき
∂AN = A ∩ (CLX(N) \N) が成り立つ．

証明. まず ∂A(N) = CLA(N) \ IntA(N) である．ここで N は A の開集合なので
IntA N = N である．そして CLA(N) = A ∩ CLX N なので*2すると ∂A(N) =

CLA(N) \ IntA(N) = A ∩ CLX N \N = A ∩ (CLX N \N) が成り立つ．

補題 20. X を可分距離化可能空間とし，Aを A ⊂ X で dimT A = 0とする．そしてK

を X の閉集合とし X の開集合 U はK ⊂ U を満たしているとする．このとき X 内の開
集合W が存在してK ⊂ W ⊂ U と A ∩ ∂XW = ∅ が成り立つ．

証明. まず X の正規性から開集合 V であって K ⊂ V と CLX(V ) ⊂ U となるものを
とる．そして L = CLX(V ) とおく．ここで dimT A = 0 より K ∩ A の近傍 N ⊂ A で
L∩A ⊂ N ⊂ U ∩A となるものが存在する．ここで ∂AN = ∅に注意しよう．いま N と
A \ CLX(N ∪ L)について考える．明らかに

CLX(N) ∩ (A \ CLX(N ∪ L)) = ∅

であり

CLX(K) ∩ (A \ CLX(N ∪ L))

⊂ CLX(K) ∩ (A \ CLX(N))

⊂ CLX(K) ∩ (A \ (L ∩A))

⊂ CLX(K) ∩ (A \ (K ∩A))

= K ∩ (A \ (K ∩A))

= (K ∩A) \ (K ∩A)

= ∅

*2 この等式は一般に成り立つ
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であるから CLX(N ∪K) ∩ (A \ CLX(N ∪ L)) = ∅ である．さらに

N ∩ CLX(A \ CLX(N ∪ L))

⊂ N ∩ CLX(A \ CLX(N))

= N ∩A ∩ CLX(A \ CLX(N))

= N ∩A ∩ CLA(A \ (A ∩ CLX(N)))

= N ∩A ∩ CLA(A \ CLA(N))

= N ∩ CLA(A \ CLA(N))

= N ∩ ((A \ CLA N) ∪ ∂AN)

= N ∩ (A \ CLA N) = ∅

である．またK ⊂ V であることと X \ V が閉集合であることから

K ∩ CLX((A \ CLX(N ∪ L))

⊂ K ∩ CLX(A \ CLX(L))

= K ∩ CLX(A \ L)
⊂ K ∩ CLX(X \ L)
⊂ K ∩ CLX(X \ V )

⊂ K ∩ (X \ V )

⊂ V ∩ (X \ V )

= ∅

がわかる．故に (N ∪K) ∩ CLX(A \ CLX(N)) = ∅ である．以上のことから N ∪K と
A \ CLX(N ∪ L) は互いにもう一方の閉包と交わらない．よって X の完全正規性から X

の開集合W が存在して N ∪K ⊂ W と CLX(W ) ∩ (A \ CLX(N ∪ L)) = ∅を満たす．
後半の条件から

A ∩ CLX W ⊂ A ∩ CLX(N ∪ L)

がわかる．ここで CLX(N ∩ L) = CLX N ∪ CLX L = CLX N ∪ Lであり，L ∩ A ⊂ N

なので
A ∩ CLX W ⊂ A ∩ CLX N

がわかる．必要ならW を V ∩W に置き換えてW ⊂ V としてもよい．さて以上と補題
19を踏まえると

A ∩ ∂XW = A ∩ (CLX(W ) ∩ (X \W )) ⊂ A ∩ CLX(N) ∩ (X \N)

= A ∩ (CLX(N) \N) = ∂AN = ∅

を得る．ゆえに A ∩ ∂XW = ∅がわかる．
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定理 21. n ∈ Z≥0 とし X を可分距離化可能空間とする．このとき以下は同値である．

(1) dimT X ≤ nである．
(2) X の任意の閉集合K と任意の開集合 U がK ⊂ U を満たしているならば開集合 V

が存在してK ⊂ V ⊂ CLX V ⊂ U かつ dimT ∂XV ≤ n− 1

(3) X の開基 {Vi}i∈Z≥0
が存在して dimT ∂XVi ≤ n− 1 である．

(1) =⇒ (2)の証明. : (1)，つまり dimT X ≤ nという仮定からX の部分集合A0, . . . , An

が存在して dimT Ai ≤ 0 と ∪n
i=0 Ai = X を満たす．ここで X の X の任意の閉集合 K

と任意の開集合 U がK ⊂ U を満たしているとしよう．すると補題 20より，X の開集合
V が存在して K ⊂ V と CLX V ⊂ U と A0 ∩ ∂XV = ∅ を満たす．すると dimT の定義
より dimT ∂XV ≤ n− 1となる．これで (2)が示された．
[(2) =⇒ (3)の証明]: X の可算開基 B = {Bi}i∈Z≥0

をとる．そして

C = { (Bi, Bk) | Bi, Bk ∈ B,CL(Bi) ⊂ Bk }

と定義する．このとき Cはたかだか可算集合であることに注意しよう．そして (Bi, Bk) ∈
C となる Bi と Bk について CLX(Bi) と Bk に条件 (2) を適応して開集合 Vi,k で
CLX(Bi) ⊂ Vi,k と CL(Vi,k) ⊂ Bk そして dimT ∂XVi,k ≤ n − 1 となるものが存在
する．このとき {Vi,k}は X の開基になるので (3)が示された．
[(3) =⇒ (1) の証明]: 今 X の開基 {Vi}i∈Z≥0

が存在して dimT ∂XVi ≤ n − 1 を満
たすとする．このとき定理 13 より S =

∪
i∈Z≥0

∂XVi は dimT S ≤ n − 1 を満たす．
さらに A = X \ S とおくと，{A ∩ Vi}i∈Z≥0

は A の開基になる．そして補題 18 より
∂AVi ⊂ A∩ ∂XVi = ∅ なので dimT A ≤ 0がわかる．そしてX = S ∪Aなので補題 6 よ
り dimT X ≤ nがわかる．

定義 22 (小さい帰納次元). 空間 X の小さい帰納次元を帰納的 indX に次のように定義
する。
indX = −1 ⇐⇒ X = Øとし、n− 1まで定義されたとして
indX ≤ n ⇐⇒ X の任意の点 xと xの任意の近傍 U に対して xの近傍 N が存在して

ind(∂ N) ≤ n− 1かつ N ⊂ U を充たす。
と定義する。ちなみに indX = nとは indX ≤ nかつ n− 1 < indX である。

伝統的な小さい帰納次元と大きい帰納次元の定義を紹介する．

定義 23 (小さい帰納次元). 空間 X の小さい帰納次元を帰納的 indX に次のように定義
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する。
indX = −1 ⇐⇒ X = Øとし、n− 1まで定義されたとして
indX ≤ n ⇐⇒ X の任意の点 xと xの任意の近傍 U に対して xの近傍 N が存在して

ind(∂ N) ≤ n− 1かつ N ⊂ U を充たす。
と定義する。ちなみに indX = nとは indX ≤ nかつ n− 1 < indX である。

定義 24 (大きい帰納次元). 空間 X の大きい帰納次元を帰納的 IndX に次のように定義
する。
IndX = −1 ⇐⇒ X = ∅とし、n− 1まで定義されたとして
IndX ≤ n ⇐⇒ X の閉集合 K と開集合 U で K ⊂ U を満たすものについて開集合 V

が存在してK ⊂ V と CLV ⊂ U そして Ind∂V ≤ n− 1 を満たす．
と定義する。ちなみに IndX = nとは IndX ≤ nかつ n− 1 < IndX である。

定理 21から次のことが従う．

系 25. 可分距離化可能空間 X について indX = IndX = dimT X

注意. 本来は indを定義したのちに ind ≤ nならば n + 1個の 0 次元空間の和集合とし
てかけることを証明するのだが，この文章では逆にそちらを位相次元の定理にしている．

補題 26. n ∈ Z≥0 とする．このとき dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つ．

indを使った別証明. m ∈ Z≥1 とする．Rm+1 と Sm+1 はともに境界が Sm となる開集
合からなる開基を持つ．よって dimT Rm+1 ≤ dimT Sm と dimT Sm+1 ≤ dimT Sm が成
り立つ．S1 は境界が 2点になるような開集合からなる開基を持つから dimT S1 ≤ 1 であ
る．もしくは Rが有理数と無理数という二つの 0 次元集合の和であることと S1 が Rの
一点コンパクト化であることを用いても dimT S1 ≤ 1 であることがわかる．よって帰納
的に dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つことがわかる．

3 今回のお話
命題 27 (ウリゾーンの補題のちょっと良い版). X を距離化可能空間とし，F とH をその
閉集合とし，F ∩H = ∅ と仮定する．このとき連続写像 f : X → [0, 1] で f−1({0}) = F

かつ f(H) ⊂ {1} となるものが存在する．

証明. X の位相を生成する距離関数を h とする．必要なら min{h, 1} と取り替えるこ
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とによって最初から h ≤ 1 と仮定しても良い．さてウリゾーンの補題から連続写像
g : X → [0, 1] であって g(F ) ⊂ {0} かつ g(H) ⊂ {1} を満たすものが存在する．このと
き d : X×X → [0,∞) を d(x, y) = max{h(x, y), |g(x)−g(y)|} と定義する．すると gの
連続性から hの位相に関する仮定から dも X と同じ位相を生成する．このとき g の取り
方から d(F,H) = 1になることに注意せよ (一般に交わらない閉集合同志の距離が 0にな
ることがある．そういう状況を避けるために上記のような距離の修正をしている)．そし
て f : X → [0, 1]を f(x) = d(x, F )と定義するとこの f は求める条件を全て満たす．

注意. 実際は距離空間であることを用いると F = f−1({0}) かつH = f−1({1}) となる連
続写像の存在が示せるが，そこまで強い性質の写像の存在は以下では使わない．どうやっ
て構成するかというと，命題 27を F とH に２回適応して適当にアフィン変換を噛ませて
g : X → [0, 1] と u : X → [1/2, 1] で F = g−1({0}), H ⊂ g−1({1}), F ⊂ u−1({1/2}),
H = u−1({1}) となるものを得る．そして f : X → [0, 1] を f(x) = g(x) · u(x) と定義す
ると，F = f−1({0}) かつ H = u−1({1}) となる．このようなことは一般的には X が正
規空間で F と H がともに Gδ 閉集合であるときに成り立つ．

定義 28. X を位相空間とし A, B, C をその部分集合とする．A∩B = ∅と仮定する．こ
のとき C がAとBを分離するとは開集合 U と V が存在してA ⊂ U , B ⊂ V , U ∩V = ∅
そして X \ C = U

⨿
V を満たす時にいう．この時必然的に C は閉集合になることに注

意しよう．

命題 29. X を距離空間とし，A と B, L はその閉部分集合で L は A と B を分離し
ているとする．このとき連続写像 f : X → [−1, 1] で f(A) ⊂ {−1}, L = f−1({0}),
f(B) ⊂ {1} を満たすものが存在する．

証明. 開集合 U と V を X \ L = U ∪ V で U ∩ V = ∅, A ⊂ U と B ⊂ V を満たすもの
とする．命題 27 を U ∪ Lと V ∪ Lにそれぞれ適応して連続写像 g : U ∪ L → [−1, 0] と
h : V ∪ L → [0, 1] で g(A) ⊂ {−1}, L = g−1({0}), h(B) ⊂ {1}, L = h−1({0}) を満た
すものをとる．さてここで写像 f : X → [−1, 1]を

f(x) =

{
g(x) x ∈ U ∪ L

h(x) x ∈ V ∪ L

と定義する．このとき (U ∪ L) ∩ (V ∩ L) = L で L上では g と hが同じ値を取るので f

が貼り合わさって，ちゃんと定義され，さらに連続写像になることがわかる．この f が求
める条件を満たすのは g と hの満たす条件から従う．
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定理 30. n ∈ Z≥0 とし，X を可分距離化可能空間で dimT X ≤ n を満たすものとす
る．そして n+ 1個の閉集合の組み (A0, B0). . . , (An, Bn) は Ai ∩Bi = ∅ を満たすとす
る．このとき n + 1個の X の閉集合 L0, . . . , Ln が存在して Li は Ai と Bi を分離し，∩n

i=0 Li = ∅ を満たす．

証明. dimT X ≤ nなので，R0, . . . , Rn が存在して dimT Ri ≤ 0 と X =
∪n

i=0 Ri を満
たす．各 i について Ai と X \ Bi と Ri に補題 20 を適応して X の開集合 Vi であって
Ai ⊂ Vi と CLX Vi ⊂ X \Bi そして Ri∩∂XVi = ∅ を満たす．このとき Li = ∂XVi とお
けば Li は Ai と Bi を分離し Ri ∩Li = ∅ である．このとき Ri ∩

∩n
k=0 Lk ⊂ Ri ∩Li = ∅

なので ∩n
i=0 Li = ∅ である．

定理 31. n ∈ Z≥0 とし，X を可分距離化可能空間で dimT X ≤ n を満たすものとす
る．そして n + 1 個の閉集合の組み (A0, B0). . . , (An, Bn) は Ai ∩ Bi = ∅ を満たす
とする．このとき各 i ごとに連続写像 f : X → [−1, 1] が存在して Ai ⊂ f−1({−1}) と
Bi ⊂ f−1({1}) そして ∩n

i=0 f
−1
i ({0}) = ∅ を満たす．

証明. 定理 30 より n + 1 個の閉集合 L0, . . . , Ln が存在して Li は Ai と Bi を分離し，∩n
i=0 Li = ∅ を満たすものが存在する．そして命題 29 より連続写像 fi : X → [−1, 1]で
あって，Ai ⊂ f−1({−1}) と Bi ⊂ f−1({1}) および f−1({0}) = Li を満たすものが存在
する．このとき Li の性質から

∩n
i=0 f

−1({0}) = ∅ となる．

定義 32. n ∈ Z≥0 とする．位相空間X 上の二つの連続写像 f0, f1 : X → Rn について連
続写像H : X×[0, 1] → Rn が f0と f1を結ぶ一様ホモトピーであるとはH(x, 0) = f0(x),

H(x, 1) = f1(x)を満たしそして任意の ϵ ∈ (0,∞)についてある δ ∈ (0,∞)が存在して
s, t ∈ [0, 1]が |s− t|を満たすならば任意の x ∈ X について ∥H(x, s)−H(x, t)∥ < ϵ が
成り立つときにいう．このような H が存在するときに f0 と f1 は一様ホモトピックと呼
ぶことにする．

定義 33. n ∈ Z≥1 とする．このとき Dn = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ 1 } とし Sn−1 = {x ∈
Rn | ∥x∥ = 1 } と定義する．ここでノルム ∥∗∥は通常の内積から誘導されるノルムとす
る．つまりDn は n次元閉球体で Sn−1 はその境界である n− 1次元球面である．

定義 34. n ∈ Z≥1 とし，i ∈ {1, . . . , n} とする．このとき In = [−1, 1]n と定義し
In,i+ = {x ∈ In | xi = 1 } で In,i+ = {x ∈ In | xi = −1 } と定義する．さらに ∂In を In

の境界集合とする．このとき ∂In =
∪n

i=1 I
n,i
+ ∪ In,i− であることに注意しよう．また In

はDn に同相であり，∂In は Sn−1 に同相であることにも注意しよう．
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命題 35. n ∈ Z≥0 とし X を T1 正規空間とし Aをその閉集合とする．このとき二つの
写像 f0 : A → Sn と f1 : A → Sn が一様ホモトピックであるとする．このとき f0 が X

への拡張 g0 : X → Sn を持つならば f1 も拡張 g1 : X → Sn を持つ．

証明. 連続写像 H : A× [0, 1] → Rn+1 を f0 と f1 を結ぶ一様ホモトピーとする．このと
き一様ホモトピーの定義から適切に [0, 1]の有限点列 r0 . . . , rm をとれば任意の x ∈ X と
i ∈ {0, . . . ,m − 1}について ∥H(x, ri)−H(x, ri+1))∥ < 1 が成り立つ．よって f0 と f1

が一様ホモトピックであるという仮定の代わりに ∥f0(x)− f1(x)∥ < 1を満たすという仮
定の元で定理を証明すれば上記の H(x, ri) を使って帰納的に定理を証明することができ
る．以下では ∥f0(x)− f1(x)∥ < 1の仮定の元 f1 の拡張を構築する．
まずティーチェの拡張定理を使って f1 の拡張となる連続関数 g : X → Rn+1 を得る．
そして

V = {x ∈ X | ∥g0(x)− g(x)∥ < 1 }

と定義すると V は開集合である．ここで A上で ∥f0(x) − f1(x)∥ < 1となるという仮定
から A ⊂ V である．さてウリゾーンの補題から連続写像 ϕ : X → [0, 1] で A上で 1を常
にとり X \ V 上で恒等的に 0となるものが存在する．ここで h : X × [0, 1] → Rn+1 を

h(x, t) = (1− t)g0(x) + tg(x)

と定義するとこれは連続写像になる．今から h(x, ϕ(x))が任意の x ∈ X についてノンゼ
ロであることを証明しよう．
まず x ∈ V については g0 の値域は Sn なので任意の t ∈ [0, 1] について以下の計算を
得る．

∥h(x, t)∥ ≥ ∥g0(x)∥−∥g0(x)− h(x, t)∥
= ∥g0(x)∥−∥tg0(x)− tg(x)∥
= ∥g0(x)∥−t∥g0(x)− g(x)∥
≥ ∥g0(x)∥−1 · ∥g0(x)− g(x)∥
> ∥g0(x)∥−1

= 0

つまり h(x, t) ̸= 0 である．特に h(x, ϕ(x)) ̸= 0である．
次に x ̸∈ V の時は ϕ(x) が 0 の値を取り続けることから恒等的に h(x, ϕ(x)) = g0(x)

である．特に h(x, ϕ(x)) ̸= 0 である．以上から任意の x ∈ X で h(x, ϕ(x)) ̸= 0となるこ

13



とがわかった．そこで g1 : X → Sn を

g1(x) =
h(x, ϕ(x))

∥h(x, ϕ(x))∥

と定義すれば x ∈ A上では確かに f1 と一致する．これで証明が終わる．

定理 36. n ∈ Z≥0 とする．そして X を可分距離化可能空間で dimT X ≤ nを満たして
いるとする．このとき任意の閉集合 A上の任意の連続関数 f : A → Sn は X 上への拡張
となる連続関数 g : X → Sn を持つ．

証明. 位相的には同じなので Sn と ∂In+1 を同一視する．よって f は f : A → ∂In+1 で
ある．そして f = (f1, . . . , fn+1) とし

Ki = {x ∈ A | fi(x) = −1 }

Li = {x ∈ A | fi(x) = 1 }

とするとKi と Li は X の閉集合でなおかつKi ∩ Li = ∅ を満たしさらに

A =
n+1∪
i=1

(Ki ∪ Li)

となる．ここで定理 31 から各 i について連続写像 ui : X → [−1, 1] が存在して Ki ⊂
u−1
i ({−1}), Li ⊂ u−1

i ({1}) を満たしさらに∩n+1
i=1 u−1

i ({0}) = ∅ となるものが存在する．
ここで

u : X → [−1, 1]n+1

を u = (u1, . . . , un) と定義する．ここで A =
∪n+1

i=1 (Ki ∪ Li) と ui の性質から x ∈ A

のとき u(x) は ∂In+1 への写像になる．ここで v = u|A : A → ∂In+1 とおく．そして
H : [0, 1] → Rn+1 を

H(x, t) = (1− t)v(x) + tf(x)

と定義する．この H が一様ホモトピーとなることを見よう．任意の s, t ∈ [0, 1]に対して

∥H(x, s)−H(x, t)∥ = |s− t| · ∥v(x)− f(x)∥

となる．v と f の値域はともに ∂In+1 であるから適切な実数M > 0 が存在して任意の
x ∈ A について ∥v(x) − f(x)∥ < M であるから H は v と f を結ぶ一様ホモトピーで
ある．
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ここで v が X 上へ拡張できることを見よう．関数 v は u の制限であった．そして∩n+1
i=1 u−1

i ({0}) = ∅ であるから u の像には 0 を含んでいないので，0 から u(x) へ直線
を伸ばして ∂In+1 との交点を w(x)と定義するとこれは A上では v に一致する連続関数
w : X → ∂In+1 である．よって v は X への拡張 w : X → ∂In+1 を持つ．よって一様ホ
モトピー H の存在から命題 35 より f は拡張 g : X → Sn を持つ．

注意. 実はこれらの性質は正規空間上での被覆次元の特徴づけになっているのだが，ここ
ではその話は省略する．長いので．被覆次元の話も省略する．もしかしたらこの文章の続
きを書く可能性がなくもない．

4 領域不変性定理
以下の定理によりユークリッド空間内のコンパクト部分集合K の境界点はK の位相的
言明のみで特徴付できることがわかる．これが領域不変性定理の肝である．

定理 37. n ∈ Z≥1 としK をRn のコンパクト部分集合とする．このとき p ∈ ∂RnK とな
るための必要十分条件は pのK 内の任意の近傍N について p のK 内の開近傍 U であっ
て U ⊂ N を満たしかつ任意の連続写像 f : K \ U → Sn−1 は連続な拡張 g : K → Sn−1

を持つようなものが存在することである．

証明. まず最初に p ∈ ∂K を仮定して定理の条件を導く．N を p の任意の近傍とする．
そして B を p を中心とする十分小さい半径を持つ開球で K ∩ B ⊂ N を満たすものと
する．このとき U = K ∩ B が条件を満たすことを見よう．ここで L = ∂B とすると L

は Sn−1 と同相である．今ここで任意の連続写像 f : K \ U → Sn−1 を考える．ここで
K \U はK の閉集合である．特に Rn の閉集合でもある．ここで dimT L ≤ n−1 なので
dimT (K ∩ L) ≤ n− 1 である．ここで L ∩K ⊂ K \ U に注意して定理 36 から連続写像
f |L∩K : L ∩K → Sn−1 の拡張である連続写像 u : L → Sn−1 を得る．さて Lと K \ U
の共通部分は L ∩K で，この上では uと f は同じ値を取るので写像が貼り合わさって連
続写像 h : (K \U) ∪ L → Sn−1 を得る．そして pがK の境界なので B の点であってK

に属さないもの q を取ることができる．任意の点 x ∈ K について q から x ∈ K へ伸ば
した直線と L との交点を b(x) とする．このとき b : X → L は連続写像である．そして
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g : X → Sn−1 を

g(x) =

{
h(b(x)) x ∈ U ∪ (L ∩K)

f(x) x ∈ K \ U

と定義するとこれら二つの関数 h(b(x))と f(x)は L ∩K 上で値が一致するのでちゃんと
張り合って連続関数になる．この g はちゃんと f の拡張になっている．
逆に p ∈ K が定理の条件を満たすとしよう．背理法のために p ∈ K は K の内点
であるとする．ここで p を中心とする十分小さい半径を持つ開球 B で CLB ⊂ K と
なるものを考える．すると定理の仮定より p の開近傍 U で U ⊂ B で任意の連続関数
f : K\U → Sn−1がK上に拡張するものが存在する．ここで写像 f : K\U → Sn−1 を以
下のように定義する．点 pから x ∈ K \U へと直線を伸ばし ∂Bとの交点を f(x)とする．
これは連続写像で ∂Bは Sn−1 と同相なのでちゃんと連続写像 f : K \U → Sn−1 を得る．
このとき f は ∂B 上で恒等写像になることに注意しよう．すると定理の条件より連続写像
g : K → Sn−1 が存在する．さて CLB ⊂ K であった．このとき g|CLB : CLB → ∂B

を考えると g|CLB は CLB から ∂B へのレトラクトになる．これは No retract theorem

に矛盾するので p ∈ K は境界点でなければならない．

注意. 上記の定理において非自明な部分は球面への写像を拡張する定理 36 と No retract

Theorem である．さらに定理 36は X = Sn−1 に対するものだけを用いているし，Sn−1

を南と北の半球に分ければ，結局利用しているのは n− 1次元円盤Dn−1 (あるいは n− 1

次元立方体) に対する定理 36 のみである．なので，No retract Theorem は楽に証明する
方法は特にないが (せいぜい積分の変数変換を使う方法など)，円盤に対する定理 36は簡
単に証明できる可能性があり，領域不変性定理もある程度楽になる可能性がある．

いよいよ領域不変性定理を証明する．

定理 38 (領域不変性定理). n ∈ Z≥1 とし U は Rn の開集合とする．そして f : U → Rn

を連続単射とする．このとき f(U) は Rn の開集合である．

証明. 任意の p ∈ U について f(p)が f(U)の内点であることを証明すれば良い．pの十分
小さい近傍 N で CLN がコンパクトで CLN ⊂ U であるものをとる．このとき f |CLN

を考えると f はコンパクト集合からハウスドルフ空間への連続単射なので位相的埋め込
みになる．定理 37より点 pが境界点かどうかは CLN の内在的な位相的条件で特徴づけ
られる．つまり pは CLN の内点であるから f(p)は f(CLN)の内点になる．よって特
に f(p)は f(U)の内点である．
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系 39. M と N を同じ次元の境界つき多様体とし f : M → N を同相写像とする．この
とき f は ∂M を ∂N に移す．

証明. もしも f が p ∈ ∂M を N \ ∂N に移すと，f−1 を考えることによって局所的には
ユークリッド空間の内点が pに写っていることになるが，pは上半平面の境界点なので領
域不変性定理に矛盾する．

5 ユークリッド空間の次元
電波通信 [3]で以下のことを証明した．

定理 40. n ∈ Z≥1 について以下は同値であり，また，(1)もしくは (2)は成り立つことが
よく知られているので，以下のすべての主張は正しい．

(1) (No retraction theorem) レトラクション r : Dn → Sn−1 は存在しない．
(2) (Brouwer’s fixed point theorem) 任意の連続写像 f : Dn → Dn は不動点を持つ．
(3) i ∈ {1, . . . , n}を添字とする閉集合 Ci ⊂ In の族が In,i+ と In,i− を分離するならば∩n

i=1 Ci ̸= ∅ を成り立つ．
(4) (the Poincaré-Miranda theorem) i ∈ {1, . . . , n} を添字とする連続写像の族

fi : I
n → R が fi(I

n,i
+ ) ⊂ [0,∞) と fi(I

n,i
− ) ⊂ (−∞, 0] を満たすならば，ある

点 p ∈ In が存在して fi(p) = 0が成り立つ．つまり共通零点が存在する．

この定理 40 の (3)，もしくは (4)と定理 30 の対偶あるいは定理 31 の対偶を使うと以
下の定理を得る．

定理 41. n ∈ Z≥1 とする．このときDn と Rn の次元はちょうど nである．

系 42. n,m ∈ Z≥1 とする．もしも Rm と Rn が同相ならばm = n である．

系 43. n, k ∈ Z≥0 とする．Rn の部分集合 A1 . . . , Ak は dimT Ai ≤ 0 と Rn =
∪k

i=1 Ai

が成り立っているとする．このとき n+ 1 ≤ k である．

定理 40 定理 38 系 42はなんだか同値っぽい感じがする．もちろん正しい命題はすべて
同値になるのだが，もうちょっと深い意味で同値のような感じがする．実際 [6]では，こ
の同値っぽさを逆数学の上で論じている．逆数学に詳しくないので私は深くは解説できな
いのだ．
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ところで次元論を仲介しない領域不変性定理の証明はテレンス・タオ [9]がブログで証
明しているようだ．この証明に対して伝統的な証明はなんなんだと興味を持ったのがこの
文書を書くきっかけになった．
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