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この文章では，主に [2] に沿って Krein–Milman の定理を紹介する．応用として ex-

treme pointを使った議論によって Bernsteinの定理を証明する．この文章で局所凸空間
といったら局所凸線形位相空間のことであり，さらにハウスドルフな物だけ考える．ま
た，局所凸空間の線形形式といったら連続な物だけ考えることにする．係数は基本的に C
で考えているが，以下の議論は全て Rでも成り立つので，応用編では断りなく係数 Rの
話をしている．

1 本文
定理 1 (Hahn–Banachの定理の一つの形，使う分だけ). E を局所凸線型空間とし，Aを
その空でない凸コンパクト空間, p ∈ E は点で p 6∈ A とする．このとき連続な線型写像
f : E → Cが存在して supx∈A Ref(x) < Ref(p) となる．

証明. 定理の名前で調べると証明が出てくる．省略．

定義 2 (extreme point). 局所凸空間 E の凸集合 L の点 p ∈ L が extreme point であ
るとは，任意の x, y ∈ L についてもしも t ∈ (0, 1)が存在して tx+ (1 − t)y = pならば
p = x = y となるときにいう．凸集合 L の extreme point 全体の集合を ∂ext(L) と書く
ことにする．

補題 3. 局所凸空間 E の凸集合 Lとその点 pについて以下の二つは同値である．

(1) 点 pは Lの extreme point である．
(2) 任意の x, y ∈ Lについてもしも p = 1

2x+
1
2yが成り立つならば x = y = pとなる．

証明. (1) =⇒ (2)はわかる．(2) =⇒ (1) を示そう．任意の x, y ∈ Lについて t ∈ (0, 1)
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が存在して p が p = t · x + (1 − t)y となるとしよう．ここで s ∈ (0, 1) について
l(s) = sx+(1−s)yとおく．このとき ϵ ∈ (0,min{t, 1−t})となる ϵについて tϵ,+ = t+ϵ

で tϵ,− = t− ϵ としたとき，p = 1
2 (l(tϵ,+)+ l(tϵ,−))である．よって p = l(tϵ,+) = l(tϵ,−)

である．よって (t+ ϵ)x+ (1− t− ϵ)y = (t− ϵ)x+ (1− t+ ϵ)y であるから式変形して
x = y がわかる．よって p = x = y も従う．

定義 4 (閉凸包). 局所凸空間 E の部分集合 S について S の凸包とは S を含む全ての凸
集合の共通部分のことである．これを co(S) と書く事にする．また S の閉凸包とは S を
含む全ての閉凸集合の共通部分のことである．S を含む閉凸集合のうち最小のものと言っ
ても良い．S の閉凸包のことを co(S) と書くことにする．

補題 5. 局所凸空間 E の部分集合 S について co(S) は co(S)の閉包に等しい．

証明. 局所凸空間において凸集合の閉包が凸集合であることからまず co(S) ⊂ cl(co(S))

がわかる．また co(S)は凸集合なので co(S) ⊂ co(S) がわかるから co(S) ⊂ co(S) が従
う．

定義 6 (Face). 局所凸空間 E の空でない集合 S の部分集合 F が S の face であるとは
もしも x, y ∈ S について t ∈ (0, 1) が存在して tx + (1 − t)y ∈ F となっているならば
x, y ∈ F となるときにいう．ここで S が凸集合の状況で一点集合 {p}が faceになってい
ることと pが extreme point であることは同値であることに注意しよう．

補題 7. 局所凸空間 E の凸集合 S の部分集合 F0 と F1 について F0 が Lの faceで F1 が
F0 の faceならば F1 は Lの faceである．

証明. 任意の x, y ∈ Lについてある t ∈ (0, 1)が存在して tx+ (1− t)y ∈ F1 となってい
るとしよう．このとき F1 ⊂ F0 であるから tx+(1− t)y ∈ F0 である．よって F0 が Lの
faceであることから x, y ∈ F0 である．よって F1 が F0 の faceであることから x, y ∈ F0

である．

補題 8. 局所凸空間 E の凸集合 S の faceの族 {Fi}i∈I について
⋂

i∈I Fi は S の faceで
ある．

証明. 明らか．

補題 9. 局所凸空間 E と線形形式 f を与える．このとき E の部分集合 S と S の face

F について集合 A = { p ∈ F | Ref(p) = supa∈F Ref(a) }が空でないならば Aは S の
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faceである．

証明. 補題 7 より A が F の face であることを示せば良い．A が空でないので特
に F も空でない．そこで M = supa∈F Ref(a) とおく．任意の x, y ∈ F につい
てある t ∈ (0, 1) が存在して tx + (1 − t)y ∈ A となっているとする．このとき
M = Ref(tx + (1 − t)y) = Re(tf(x) + (1 − t)f(y)) = tRef(x) + (1 − t)Ref(y) ≤
tmax{Ref(x),Ref(y)}+ (1− t)max{Ref(x),Ref(y)} ≤= tM + (1− t)M ≤ M とな
る．よって max{Ref(x),Ref(y)} = M である．対称性から f(x) = M としても良い．
すると tRef(x) + (1− t)Ref(y) = M から f(y) = M も成り立つ．よって x, y ∈ Aとな
るから Aは F の faceである．

Krein–Milmannの定理を証明しよう．以下の (2)が通常，Krein–Milmanの定理と呼
ばれる．

定理 10 (Krein–Milman の定理: 幾何形). E を局所凸線型空間とする．そして K を空
でない凸コンパクト空間とする．このとき以下が成り立つ．

(1) K の閉集合であるような任意の空でない face F について F に属する extreme

point が存在する．特に ∂ext(K) 6= ∅が成り立つ．
(2) K = co(∂ext(K)) が成り立つ．

定理 11. E 上の連続な線形形式全体を適当に添字付けして {fα}α<κ+1 とおきさらに fκ

は 0 としておこう．例えば κ は線形形式全体の濃度にすれば良い．ここで添字付けは全
射になっていることに注意しよう (単射性は特に必要ない)．ここで超限再帰によって K

の部分集合 Fα を以下のように定義する．β < αとなる β については Fβ が定義されてい
るとして，Cα =

⋂
β<α Fβ かつ C0 = F と定義して

Fα =

{
Cα Cα = ∅のとき
{x ∈ Cα | Refα(x) = supp∈Cα

Ref(p) } Cα 6= ∅のとき
と定義する．このようにして K の閉部分集合の列 {Fα}α<κ+1 を得る．今から任意の
α < κ + 1 について Fα 6= ∅ を証明しよう．まず C0 = F であり F のコンパクト性
から Ref0(x) = supp∈C0

Ref(p) となる x は存在するから F0 6= ∅ である．そして一
般に β < α となる β について Fβ 6= ∅ だとすると K のコンパクト性から Cα 6= ∅ と
なる．よって Cα 自体もコンパクトとなるから Fα 6= ∅ となる．以上から任意の Fα

について Fα 6= ∅ となる．次に Fκ が一点のみからなることを証明しよう．任意の 2

点 e, q ∈ Fκ をとる．このとき任意の α < κ + 1 について e, q ∈ Fγ であることから
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supu∈Cα
Refα(u) = Refα(e) = Refα(q) である．つまり任意の線形形式について e と

q は同じ値をとる．よって Hahn–Banach の定理 (定理 1) から e = q となる．つまり
Fκ = {e} である．補題 8から任意の Cα は K の faceでありまた定義と補題 9から任意
の Fα は K の face であることがわかる．特に Fκ = {e} は K の face なので e が K の
extreme point であることが従う．
次に主張 (2) を示す．つまり K = co(∂ext(K)) を示そう．L = co(∂ext(K)) とおく．
まず L ⊂ K がわかる．そして任意の p ∈ K をとる．このとき E 上の任意の線形形式
f についてMf = supk∈K Ref(k) とおく．Sf = {x ∈ K | Ref(x) = Mf } は K の閉
集合かつ face である．よって extreme point af ∈ Sf が存在する．ここで af ∈ L なの
で特に supl∈L Ref(l) = Mf である．故に Mf の定義から Ref(p) ≤ supl∈L Ref(l) と
なる．よって Hahn–Banach の定理 (定理 1) より p ∈ L でなければならない．よって
K = co(∂ext(K))である．

注意. 手で操作してる感じが欲しかったので超限帰納法による証明にしてみた．

注意. 局所凸空間 E の空でないコンパクト部分集合 A とその点 x ∈ A, A上のラドン確
率測度 µ について，µが xを表現する, あるいは，µの重心が x であるとは E 上の任意
の線形形式 Lについて L(x) = µ(L)となるときにいう．ここで µ(L) =

∫
A
L dµという

意味である．

命題 12. 局所凸空間 E の空でないコンパクト部分集合 T と x ∈ E について x ∈ co(T )

が成り立つことと T 上のラドン確率測度 µが存在して xが µの重心になることは同値で
ある．

証明. 後半から前半を示そう．x を表現する T 上の確率測度 µ があったとき任意の線形
形式 f について

Ref(x) = Reµ(f) = Re

∫
A

f(a) dµ =

∫
A

Ref(a) dµ ≤
∫
A

sup
a∈A

Ref(a) dµ = sup
a∈A

Ref(a)

なので，Hahn–Banach の定理 (定理 1) から x ∈ co(T ) である．今度は前半から後半を
示そう．x ∈ co(T )であることから co(T )のフィルター基底 F であって E 上で F → x

となるものが存在する．このとき co(T )の元は T 上のディラック測度の有限凸結合であ
るから特に T 上のラドン確率測度と見做せる．写像 ι : co(T ) → Pr(T )(⊂ C(T )∗w∗) をそ
のようにみなす写像とする．ここでバナッハ・アラオグルの定理から Pr(T ) は w∗ 位相
についてコンパクトである．つまりこの上の全ての極大イデアルは収束する．よって ιF
を含む極大イデアル A はある確率測度 µ ∈ Pr(K) に収束する．C(T )∗ の w∗ 位相とは
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g ∈ C(T )を C(T )∗∗ の元とみなして gを連続とする C(T )∗ 上の最弱の位相のことであっ
たから任意の g ∈ C(T )について gA → g(µ) = µ(g) =

∫
T
g dµである．特 g(µ) ∈ Cの

任意の近傍 V についてあるW ∈ F と A ∈ Aが存在して g(ι(W ) ∩ A) ∈ V となる．こ
こで g が線形形式 f の T への制限になっている時を考えよう．ϵ ∈ (0,∞)を任意にとる．
このとき上記の V を g(µ) = f(µ)の ϵ近傍とする．さて f(x)の ϵ近傍を U とし，f の
xでの連続性を担保する δ 近傍を N とする．ここで上記のW ∈ F を十分小さく取り追
加で xの δ 近傍 N についてW ⊂ N となるようにできる．特に f(W ) ⊂ f(N) ⊂ U で
ある．
ここで g(ι(W ) ∩ A) ⊂ V となることから ιp ∈ A となる p ∈ W をとる．さて

p =
∑m

i=1 λiyi (yi ∈ T, λi ∈ [0, 1],
∑

i λi = 1) となっているとする．ついで ιp =∑m
i=1 λiδyi

に注意せよ．すると f(p) =
∑m

i=1 λif(yi) = (ιp)(f) = f(ιp) = g(ιp) なの
で f(p) ∈ f(N) ∩ g(ι(W ) ∩ A) ⊂ U ∩ V である．よって U と V は共通部分を持つので
f(x) と f(µ) = µ(f) の距離は 2ϵ 以下である．ϵ は任意であったから µ(f) = f(x) であ
る．よって µは xを表現する測度である．

注意. ネットは使いづらいのでフィルターを用いた証明にした．

定理 13 (Krein–Milmanの定理: 積分形). E を局所凸空間とし，K をその空ではないコ
ンパクト凸集合とする．すると K の任意の点は cl(∂ext(K)) に台を持つラドン確率測度
の重心である．

証明. K = co(∂ext(K))であるから特に K = co(cl(∂ext(K))) でもある．よって命題 12

からK の任意の点は cl(∂ext(K)) に台を持つ確率測度 µ によって表現される．

注意. 逆に積分形から幾何形を導くことができる．なぜならば一般に集合 S について
co(S) = co(cl(S)) が成り立つからである．なんとなればまず co(S) ⊂ co(cl(S)) は自明
であり，cl(S) ⊂ co(S)であることから co(cl(S)) ⊂ co(S)が従う．

2 応用：Bernstein functions

以下では線型空間は R係数である．

定義 14. 関数 f : (0,∞) → Rが completely monotonicであるとは f が C∞ 級であ
り任意の n ∈ Z≥0 と任意の x ∈ (0,∞) について (−1)nf (n)(x) ≥ 0 が成り立つときに
いう．
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Krein–Milmanの定理を用いて Bernsteinの定理を証明していく．つまり次の定理を証
明する：f を有界な completely monotonic 関数とする．このとき [0,∞]上のラドン測度
µが一意的に存在して µ([0,∞]) = limx→+0 f(x)かつ

f(x) =

∫
[0,∞]

exp(−αx) dµ(α)

を満たす．また，f がこの結論のように表されることと，f が有界かつ completely

monotonicであることは同値である．
この定理は [0,∞] 上の有限測度のラプラス変換の値になるような関数の特徴づけを与
えている．
このセクションでは E を (0,∞)上の C∞ 有界関数全体であって，位相はその導関数の
広義一様収束とする．E 上のセミノルム pm,n を

pm,n(f) = sup
x∈[2−m,2m]

max
0≤k≤n

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣

とすれば {pm,n}m,n∈Z≥0
は E の位相を生成するセミノルムの族となる．可算個のセミノ

ルムによって位相が生成されているので E は距離づけ可能であることに注意しよう．そ
してK を f(+0) ≤ 1となる f ∈ E 全体とする．

補題 15. Kn = { (−1)nf (n) | f ∈ K } とする．このとき任意の n ∈ Z≥0 と任意の
a ∈ (0,∞) について [a,∞) 上で Kn の各元は上から a−n2(n+1)(n/2) で抑えることがで
きる．

証明. n に関する帰納法で証明する．まず n = 0 のときは K は上から 1 で抑えられ
ているので大丈夫である．n において上の命題が成り立つと仮定する．n + 1 のとき
を考えよう．f (n) に対して [a/2, a] 上で平均値の定理を用いて c ∈ [a/2, a] であって
(a/2)f (n+1)(c) = f (n)(a) − f (n)(a/2)が成り立つものが存在する．(−1)nf (n+1) の導関
数を考えると (−1)nf (n+2) = (−1)n+2f (n+2) ≥ 0なので (−1)nf (n+1) は広義の単調増加
である．つまり (−1)n+1fn+1 は広義の単調減少である．よって任意の x ∈ [a,∞) につ
いて

(−1)n+1f (n+1)(x) ≤ (−1)n+1f (n+1)(a) ≤ (−1)n+1f (n+1)(c)

≤ 2

a
((−1)nf (n)(a/2)− (−1)nf (n)(a)) ≤ 2

a
(−1)nf (n)(a/2) ≤ 2

a
(a/2)−n2(n+1)(n/2)

= a−(n+1)2(n+1)(n/2)+n+1 = a−(n+1)2(n+2)(n+1)/2

よって帰納法が回って補題が正しいことがわかる．
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命題 16. K は E の空でないコンパクト凸集合である．

証明. 1 ∈ K なので空ではない．凸性もわかる．コンパクト性は補題 15 とアスコリアル
ツェラの定理，そして E が距離化可能であることからコンパクト性と点列コンパクト性
が同値になることからわかる．

以下では α = ∞のとき exp(−αx)は定数関数 0 と思うことにする．

命題 17. K の extreme pont全体は {x 7→ exp(−αx) | α ∈ [0,∞] }に一致する．

証明. f ∈ ∂ext(K) をとり p ∈ (0,∞) を任意にとる．そして u(x) = f(x+p)−f(x)f(p)

とおく．今から f ± u ∈ K を証明する．f(p) ∈ [0, 1] であることに注意せよ．こ
のとき f(+0) + u(+0) = f(+0) + f(p) − f(p)f(+0) = (1 − f(p))f(+0) + f(p) ≤
(1− f(p))+ f(p) = 1 であり，f(+0)− u(+0) = f(+0)− f(p)+ f(p)f(+0) = f(+0)+

f(p)(f(+0)− 1) ≤ f(+0) ≤ 1 である．さらに任意の nについて (−1)nfn が単調減少で
あることを用いると以下を得る．

(−1)n(f + u)(n)(x) = (−1)nf (n)(x) + (−1)nf (n)(x+ p)− (−1)nf(p)f (n)(x)

= (−1)n(1− f(p))f (n)(x) + (−1)nf (n)(x+ p) ≥ 0

かつ

(−1)n(f − u)(n)(x) = (−1)nf (n)(x)− (−1)nf (n)(x+ p) + (−1)nf(p)f (n)(x)

≥ (−1)nf (n)(x+ p)− (−1)nf (n)(x+ p) + (−1)nf(p)f (n)(x) = (−1)nf(p)f (n)(x) ≥ 0

が成り立つ．よって f±u ∈ K である．このことと f = 1
2 ((f+u)+(f−u))，そして f が

extreme pointであることから f = f+u = f−uがわかる．これはつまり u = 0というこ
とである．よって f(x+ p) = f(x)f(p) がわかる．これはコーシーの関数方程式の乗法版
であり，f が連続であることから f = 0かもしくは f(x) = exp(−αx)α ∈ Rと表される．
ところで f (1)(x) ≤ 0なので α ∈ [0,∞)である．これで extreme pointになっている関数
は求める形になっていることがわかった．逆に exp(−αx)は extreme pointになっている
だろうか? ここで r ∈ (0,∞) に対して Tr : E → E を Tr(f)(x) = f(rx)で定義するとこ
れは連続な全単射線形作用素で Tr(K) = K となる．線形性から Tr(∂ext(K)) = ∂ext(K)

もわかる．ところで K は空でないコンパクト凸集合であることから，Krein–Milmanの
定理から K = co(∂ext(K)) である．K はもちろん定数でない関数も含んであるので，
∂ext(K) も定数でない関数を含んでいなければならない．よって定数でない extreme

point p(x) = exp(−γx)(γ ∈ (0,∞))が存在する．上の議論から Tr(p)(x) = exp(−rγx)
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も extreme point である．r の任意性から exp(−αx)(α ∈ (0,∞)) が extreme point に
なることが従う．定数関数 0と 1が extreme point になることは，f ∈ K が 0 ≤ f ≤ 1

となることから従う．

定理 18 (Bernstein). f は有界な completely monotonic 関数とする．このとき [0,∞]上
のラドン測度 µが一意的に存在して µ([0,∞]) = f(+0)かつ

f(x) =

∫
[0,∞]

e−αx dµ(α)

を満たす．
また，f がこの結論のように表されることと，f が有界かつ completely monotonicで
あることは同値である．

証明. 写像H : [0,∞] → ∂ext(K)をH(α)(x) = exp(−αx)と定義する．このときH は連
続になり，さらに [0,∞] はコンパクトなのでH は同相写像になる．さて f を completely

monotonic な関数とする．このとき f/f(+0) を考えれば，問題は f(+0) = 1 のときに
帰着されるから最初からそのように仮定しても良い．Krein–Milmanの定理より，f に対
して µが存在して任意の線形形式 Lについて

L(f) =

∫
∂ext(K)

L(p) dm(p)

となる．特に
f(x) =

∫
∂ext(K)

δx(p) dm(p)

である．同相写像 H : [0,∞] → ∂ext(K) により右辺を変数変換する．p = H(α) とする
と α = H−1(p)なので∫
∂ext(K)

δx(p) dm(p) =

∫
∂ext(K)

H(α)(x) dm =

∫
[0,∞]

H(α)(x) dµ(α) =

∫
[0,∞]

exp(−αx) dµ(α)

となる．ここで µ = (H−1)∗m である．これで測度の存在性がわかる．一意性を考えよ
う．[0,∞]上の確率測度 µ0, µ1 が

f(x) =

∫
[0,∞]

exp(−αx) dµ0(α)

f(x) =

∫
[0,∞]

exp(−αx) dµ1(α)
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を満たしているとする．このとき族 {α 7→ exp(−αx)}x∈[0,∞] を考える．ここで αの関数
と見て，xはパラメーターと見ている事に注意せよ．するとこの族 {exp(−αx)}x∈[0,∞] は
乗法について閉じている．故に A をこの族 {exp(−αx)}x∈[0,∞] で生成された C([0,∞])

の部分代数とすると，Aの任意の元 aは {exp(−αx)}x∈[0,∞] に属する有限個の元の多変
数多項式で表されるが，{exp(−αx)}x∈[0,∞] が情報で閉じていることから a はただ単に
{exp(−αx)}x∈[0,∞] に属する有限個の元の線型結合で表される．A上で µと ν が等しい
ことを示したいが，上記のことから exp(−αx) における値が等しいことを確かめれば良
い．仮定から µ(exp(−αx)) = f(x) = ν(exp(−αx))なので µと ν は A上で等しい．と
ころで Aの元は [0,∞]の任意の 2点を分離することからストーン・ワイエルストラスの
定理より Aは C([0,∞])の中で稠密である．故に µ = ν であるから一意性が示された．
後半の話は優収束定理などから従う．
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