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この文章では [1] に沿って pullback によって完全写像の特徴付けを記述していく．よ
くわからなかったところは [5]も参考にした．

1 pullback

可換図式の説明は省略する．
位相空間 X,Y, Z と写像 f : X → Z と g : X → Z を考える．

X

Y Z

f

g

このとき位相空間 P と二つの写像 g′ : P → X と f ′ : P → Y が上の図式に対する
pullback であるとは以下の図式が可換であり

P X

Y Z

g′

f ′ f

g

尚且つ図式を果敢にする他の T , b : T → X, a : T → Y が与えられた時に以下の図式を
可換にする uが一意的に存在するときにいう．
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T

P X

Y Z

a

bu

f

g

P X

Y Z

f

g

P が pullbackであることを示すために以下のように直角記号を書く．

P X

Y Z

g′

f ′
⌟

f

g

また f ′ を base changeなどと言ったりする．
pullbackP を X ×Z,f,g Y や X ×Z Y と書いたりする．
以上の定義から pullback は存在するならば同型を除いて一意的であることがわかる．
今から位相空間の pullbackに関する幾つかの基本事項を確認しよう．

定理 1. 位相空間の圏において，pullback は常に存在する．つまり上で述べた状況にお
いて，pullback P は常に存在する．さらに pullback の具体的表示として P = { (x, y) ∈
X × Y | f(x) = g(y) }で，f ′ と g′ は射影であるように取れる．

証明. 具体的に表示を与えているので可換性と普遍性を調べるだけである．せかせか手を
動かせばわかる．

位相空間の pullbackは上記のように具体的に書けるのだが，特殊な状況においてそれ
が何と同一視できるのかが大事だと思われる．

命題 2. 以下の命題群が成り立つ．

(A1) 以下の図式において f−1(x) は pullback になっている．つまり，写像 f : X → Z

に対して，一点 y : {∗} → Z を考えたとき，f の base changeは一般化ファイバー

2



f−1(y) になっている．
f−1(y) X

{∗} Y

⌟
f

y

(A2) 連続写像 f : X → Y と位相空間 S について以下の図式は pullbackである．

X × S X

Y × S Y

f×1S
⌟

f

pr

連続写像 f : X → Y と Y の部分集合 B について以下の図式は pullback である．
ここで ι : B → Y は包含写像である．

(A3)

f−1(B) X

B Y

⌟
f

ι

(A4) 連続写像 f : X → Y について以下の自明な pullback図式が成り立つ．

X X

Y Y

1X

f
⌟

f

1Y

(A5) 以下の図式が pullbackとする．

P X

Y Z

h

v
⌟

f

g

このとき任意の位相空間 S について以下の図式も pullbackとなる．

P × S X × S

Y × S Z × S

h×1S

v×1S
⌟

f×1S

g×1S

証明. (A1) の証明: 上の状況で X ×Z {∗} = { (x, ∗) ∈ X × {∗} | f(x) = y } なので，
X ×Z {∗}と f−1(y)は同相になる．
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(A2)の証明: 普遍性をせかせか計算するとわかる．
(A3) の証明: P = X ×Y B = { (x, b) ∈ X ×B | f(x) = ι(b) } である．α : f−1(B) →

P を α(x) = (x, f(x)) と定義する．β : P → f−1(B) を β(x, b) = x と定義する．これら
は互いに逆写像になっているので P と f−1(B) が同相であることがわかる．
(A4)の証明: 普遍性を計算するとわかる．
(A5)の証明：普遍性をせかせか計算するとわかる．
一般に pullback と極限は交換する．特に pullback と直積は交換するので，二つの

pullhack図式を直積すると pullbackになる．
ここら辺で証明を終わろう．

pullback同士を連結させても pullbackになる．

定理 3. 以下の可換図式の状況を考える．

P X A

Y Z B

g′

f ′ f=v′

h′

⌟
v

g h

つまり右側の図式において X は Aと Z の B 上の pullback とする．このとき P が左
側の図式の pullbackになっていることと，P は一番外側の大きい図式の pullbackになっ
ていることつまり

P A

Y B

h′◦g′

f ′ v

h◦g

が pullback図式になっていることは同値である．

証明. まず P が小さい図式の pullbackになっているとする. 大きい図式の普遍性を示す
ために位相空間 T から図式が可換になるような連続写像 p : T → A と q : T → Y が伸び
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てるとする．

T

P X A

Y Z B

p

q
g′

f ′
⌟

f=v′

h′

⌟
v

g h

すると p : T → A と g ◦ q : T → Z は v : A → B と h : Z → B からなる図式を可換に
する．

T

P X A

Y Z B

p

q

g◦q

g′

f ′
⌟

f=v′

h′

⌟
v

g
h

よって X が pullback であることから一意的に写像 r : T → X が存在して図式を可換に
する．

T

P X A

Y Z B

p

r

q
g′

f ′
⌟

f=v′

h′

⌟
v

g h

そして r : T → X と q : T → Y に対して P の普遍性を用いて一意的な写像 l : T → P を
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得る．

T

P X A

Y Z B

p

r

l

q
g′

f ′
⌟

f=v′

h′

⌟
v

g h

以上の図式は全て可換なので以下の図式も可換になる．

T

P A

Y B

l

p

q
h′◦g′

f ′ v

h◦g

一意性も r や l の一意性からわかる (なぜか?)．以上から P が A ×B Y であることがわ
かった．逆を示すのは省略する．今やった操作を逆に辿ればきっとできるよ．

図式を縦にすることで以下のこともわかる．

定理 4. 以下の可換図式の状況を考える．

P X

Y Z

A B

g′

f ′ f

⌟
g=h′

v′ v

h

このとき P が小さい四角の pullback になっていることと一番外側の大きい図式の
pullbackになっていることは同値である．

P A

Y B

g′

v′◦f ′
⌟

v◦f

h

6



2 完全写像
まず最初に埋め込みの base changeは埋め込みなることを説明する．

命題 5. 以下の pullback図式を考える．

P X

Y Z

g′

f ′
⌟

f

g

このとき f が埋め込みならば f ′ もそうである．さらに f が閉埋め込みならば f ′ もそう
である．

証明. X は埋め込みなので Z の部分集合と見なしても良い．命題 2 の (A3) より P は
g−1(X)である．つまり

g−1(X) X

Y Z

g′

f ′
⌟

f

g

である．f ′ は Y への包含写像である．特に埋め込みである．また f が閉埋め込みである
ときX が Z の閉集合であることから g−1(X) は Y の閉集合である．つまり f ′ は閉埋め
込みである．これで証明が終わる．

命題 6. X,Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．このとき以下が成り立つ．

(T1) X がハウスドルフであることと対角写像 ∆X : X → X ×X が閉埋め込みである
は同値である．

(T2) Y がハウスドルフならば，グラフへの写像 Γf : X → X × Y ;x 7→ (x, f(x)) は閉
埋め込みである．

証明. (T1) の証明: 対角線が閉集合であることと X が T2 であることが同値ということ
からすぐに従う．
(T2)の証明: 次の可換図式からわかる．

X X × Y X

Y Y × Y Y

Γf

f
⌟

f×1Y

pr

⌟
f

∆X pr
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ここで命題 2の (A4)から一番外側の四角が pullbackであることと同じく命題 2の (A2)

から右側の図式が pullback になることに注意しよう．すると定理 3 から左側の四角が
pullbackになることがわかる．このとき命題 5と∆X が閉埋め込みであることを用いて，
それの base change である Γf も閉埋め込みであることを用いた．おわり．

定義 7. 連続写像 f : X → Y が完全写像であるとは f が閉写像であり，任意の y ∈ Y に
ついて f−1(y) がコンパクトになる時にいう．

命題 8. 以下のことが成り立つ．

(K1) X をコンパクトとし，Y をハウスドルフとすると任意の連続写像 f : X → Y は完
全写像である．

(K2) 空間 K がコンパクトであることと一点への写像 K → {∗} が完全写像であること
は同値である．

(K3) 空間K がコンパクトであることと任意の位相空間 S について射影 pr : S×K → S

が閉写像であることは同値である．

証明. コンパクトハウスドルフ性から (K1)や (K2)は従う．そして tube lemma([2]など
を参照のこと)を使うと (K3)のうち射影が閉写像であることがわかる．射影が閉である
ことからコンパクト性を証明する話は [3]で解説されている．

今から完全写像の性質を pullbackで記述していく．

定理 9. X と Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．このとき以下は同値で
ある．

(P1) f は完全写像である．
(P2) 任意の空間 Z について f × 1Z : X × Z → Y × Z は完全写像である．
(P3) どんな g : Y ′ → Y についても base change f ′ : X ′ → X は完全写像である．

X ′ X

Y ′ Y

g′

f ′
⌟

f

g

(P4) 任意の空間 Z について f × 1Z : X × Z → Y × Z は閉写像である．
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(P5) どんな g : Y ′ → Y についても base change f ′ : X ′ → X は閉写像である．

X ′ X

Y ′ Y

f ′
⌟

f

g

証明. 以下のように証明する．

(P5)

(P1) (P3) (P2) (P4) (P1)

(P1) =⇒ (P3)の証明:

まずファイバーがコンパクトであることを示そう．以下の図式を考える．p ∈ Y ′ を任
意にとる．そして q = g(p) ∈ Y とする．一番外側の図式は命題 2の (A1) から pullback

となり，右側の図式は (P1)の仮定から pullbackである．

f−1(q) X ′ X

{∗} Y ′ Y

⌟
f ′
⌟

f

p

q

g

よって定理 3 から右側の四角が pullbackになっている．この pullbackは (f ′)−1(p)のは
ずなので (f ′)−1(p)と f−1(q)が同相であることがわかる．よって f ′ のファイバーがコン
パクトであることがわかる．
次に f ′ が閉写像であることを示す．完全写像の話のここはジェネトポパワーでなんと
かする．

X ′ = { (x, a) ∈ X × Y ′ | f(x) = g(a) }

であることと f ′ : X → Y ′ が射影であることに注意しよう．Aを X ′ の閉集合とする．そ
して p 6∈ f ′(A)をとる．p ∈ Y ′に注意しよう．このとき任意の (f−1(g(p))×{p})∩A = ∅
である．というのも，交わりを持った場合，p 6∈ f ′(A) に反するからである．ここで f

が完全であることから f−1(g(p)) はコンパクトであるので，特に f−1(g(p)) × {p} も
コンパクトである．すると tube lemma から開集合 V ⊂ X と W ⊂ Y ′ が存在して
(V ×W ) ∩ A = ∅ かつ f−1(g(p))× {p} ⊂ V ×W となる．さて f が閉写像であること
から，O = Y \ f(X \ V )とおくとこれは Y の開集合である (この操作についてのより詳
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しい解説は [4]を参照のこと)．そして P = g−1(O) ⊂ Y ′ とし，G = P ∩W とする．今
から Gが pの近傍であり f ′(A)と交わらないことを証明しよう．まず P が pの近傍であ
ることを示そう．f−1(g(p)) ∈ V なので f−1(g(p)) ∩X \ V = ∅ である．よってそして
g(p) 6∈ f(X \ V )である．故に g(p) ∈ Y \ f(X \ V ) なので p ∈ g−1(Y \ f(X \ V )) = P

である．これで G が p の近傍であることがわかった．次に G ∩ f ′(A) = ∅ を示そう．
q ∈ G について q ∈ W かつ g(q) ∈ Y \ f(X \ V ) である．故に g(q) 6∈ f(X \ V ) で
あるから f−1(g(q)) ∩ (X \ V ) = ∅ である．つまり f−1(g(q)) ⊂ V である．つまり
f−1(g(q))×{q} ⊂ V ×W であり (V ×W )∩A = ∅ だから q 6∈ f ′(A)である．よってG

と f(A)が交わりを持たないことがわかった．そして pの任意性から f ′(A)の補集合が開
集合であることがわかったので，f ′(A)は閉集合である．すなわち f ′ は閉写像である．
(P3) =⇒ (P2)の証明: 以下の図式を考える．命題 2の (A2)からこれは pullbackであ
る．よって (P3)から f × 1Z が完全写像であることが従う．

X × Z X

Y × Z Y

f×1Z

pr

⌟
f

pr

(P2) =⇒ (P4): 自明．
(P3) =⇒ (P5): 自明.

(P5) =⇒ (P4)の証明: (P3) =⇒ (P2)の証明と同様である．つまり以下の図式を考え
る．命題 2の (A2)からこれは pullbackである．よって (P5)から f × 1Z が閉写像であ
ることが従う．

X × Z X

Y × Z Y

f×1Z

pr

⌟
f

pr

(P4) =⇒ (P1) の証明: Z = {∗} とすることで f が閉写像であることがわかる．次に
f−1(p)がコンパクトであることを証明しよう．S を任意の位相空間とする

f−1(p) X

{∗} Y

⌟
f

p

上の図式は pullbackなので以下の図式も pullbackになる (命題 2の (A5))．
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f−1(p)× S X × S

S Y × S

v

h

⌟
f×1S

(p, 1S)

命題 5と (p, 1S)が閉埋め込みであることから hも閉埋め込みである．さらに (P4)か
ら f × 1S も閉写像である．今から v が閉写像であることを示そう．Aを左上の空間の閉
集合とすると {p}× v(A) = (f × 1S)(h(A)) となる．今まで積み重ねてきたことから右辺
は閉集合である．よって {p} × v(A)は部分空間 {p} × S の閉集合となる．よって v(A)

は S の閉部分集合となり v が閉写像であることが従う．すると S の任意性と命題 8 の
(K3) から f−1(p)はコンパクトになる．よって f が完全写像であることがわかる．以上
で証明を終わる．

系 10. f : X → Y を完全写像とする．このとき Y の任意の部分集合 B について
f |f−1(B) : f

−1(B) → B は完全写像である．

証明. 以下の図式を考える．ここで v = f |f−1(B) である．

f−1(B) X

B Y

v

h′

⌟
f

h

するとこの図式が pullbackであることから v は完全写像である．

補題 11. f : X → Y と g : Y → Z を完全写像とする．このとき g ◦ f : X → Z も完全
である．

証明. 任意に h : A → Z を考えて以下の図式を考える．

P X

Q Y

A Z

u′

f ′
⌟

f

⌟
u

g′ g

h

すると定理 9 の (P5) から f ′ と g′ は閉写像である．よってそれらの合成 g′ ◦ f ′ も閉写
像である．
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よって pullbackの図式
P X

Q Z

u′

g′◦f ′
⌟

g◦f

u

において g′ ◦f ′が常に閉写像になるから再び 9より g ◦f が完全であることがわかる．

系 12. f : X → Y を完全写像とし，K を Y のコンパクト集合とする．このとき f−1(K)

は X のコンパクト集合である．

証明. g = f |f−1(K) : f
−1(K) → K とおく．これは系 10 より完全写像である．そして

K → {∗}は命題 8の (K2)より完全写像である．そして補題 11よりこれら二つの写像の
合成 f−1(K) → {∗} は完全である．よって再び命題 8の (K2)より f−1(K) がコンパク
トであることがわかる．

定理 13 ([9, Theorem 1.1]). X,Y を位相空間とし，Zをハウスドルフ空間とする．そして
f : X → Y を完全写像とし g : X → Z を連続写像とする．このとき (f, g) : X → Y × Z

は完全写像である．

証明. (1X , g) : X → X × Z は Z がハウスドルフであることから閉埋め込みである (命
題 6)．特に完全である．さらに f × 1Z : X × Z → Y × Z は完全写像である (定理 9の
(P2))．よってこれら二つの合成である (f, g)も完全写像である (補題 11)．

定理 14 ([9, Corollary 1.4]). A,B,C を位相空間とし，B はハウスドルフとする．そし
て α : A → B は連続写像で β : B → C は完全射像とする．もしも β ◦ α : A → C が完全
写像ならば αも完全写像である．

証明. pullbackを使う証明が思いつかなかったので普通に証明する．γ = (α, β◦α) : A →
B × C とすると B がハウスドルフであることから γ は完全写像となる (定理 13)．
Gβ ⊂ B × C を β のグラフとする．このとき pr : Gβ → B は同相写像である．特に完全
である．γ(A) ⊂ Gβ で α = pr ◦ γ なので αが完全であることが従う．

この文章で完全正則空間といったら T1 を仮定する方の意味である．また βX で位相空
間 X のストーンチェックコンパクト化を表すとする．

定理 15. X と Y を完全正則空間とし f : X → Y を連続写像とする．このとき以下は同
値である．
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(Q1) f は完全写像である．
(Q2) あるコンパクト空間 K と閉埋め込み i : X → Y ×K が存在して f = pr ◦ i が成

り立つ．ここで pr : Y ×K → Y である．
(Q3) 以下の図式が pullback になる．ここで g と g′ は自然な埋め込みである．

X Y

βX βY

f

g′
⌟

g

βf

(Q4) Y の任意のコンパクト化を ηY と書くこのとき以下の図式が pullbackになる．

X Y

βX ηY

f

g′
⌟

g

βf

(Q5) γX と ηY はそれぞれ X と Y のコンパクト化であって尚且つ以下の図式を可換に
するものとする．このとき以下の図式は pullbackになる．

X Y

γX ηY

f

g′
⌟

g

γf

(Q6) 条件 (Q3)と同じ状況で (βf)−1(Y ) = X が成り立つ．
(Q7) 条件 (Q4)と同じ状況下で (βf)−1(Y ) = X が成り立つ．
(Q8) 条件 (Q5)と同じ状況下で (γf)−1(Y ) = X が成り立つ．

証明. (Q1) =⇒ (Q2)の証明：以下の可換図式を考える．

X X × βX X

Y × βX Y

∆

f ′◦∆

pr

f ′=f×1βX

⌟
f

pr

X からX に伸びる射は合成すると恒等写像になる．よってK = βX ととれば (Q2)が満
たされる．
(Q2) =⇒ (Q1)の証明: 命題 8の (K3)と補題 11から従う．
(Q3)∨ (Q4)∨ (Q5) =⇒ (Q1)の証明: βf , γf などはコンパクトハウスドルフ空間の間
の連続写像なので完全写像である．このことと定理 9の (P3)から従う．
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(Q1) =⇒ (Q3) ∧ (Q4) ∧ (Q5)の証明:

(Q5) =⇒ (Q3) ∧ (Q4) なので，(Q1) =⇒ (Q5) を証明する．
以下の図式を考える．Qを作った後に P を作る．

P X

Q Y

γX ηY

h′

f ′
⌟

f

⌟
h

u′ g

γf

ここで g : Y → ηY が埋め込みであることから Qは (γf)−1(Y )と同相である．よって以
下の図式を得る．

P X

(γf)−1(Y ) Y

γX βY

h′

f ′
⌟

f

⌟
h

u′ g

γf

ここで u′ は包含写像である．
先の定理 9の (P3)より，f ′ は完全である．また同様に γf は完全なので hも完全であ
り，また h′ も完全になる．
自明な埋め込み v′ : X → βX があるので以下の図式が成り立つ．

X

P X

(γf)−1(Y ) Y

γX ηY

1X

v′

h′

f ′
⌟

f

⌟
h

u′ g

γf

よって Qの普遍性から r : X → Qが一意的に存在する．
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X

P X

(γf)−1(Y ) Y

γX ηY

1X

v′

r h′

f ′
⌟

f

⌟
h

u′ v

γf

さらに P の普遍性から l : X → P が一意的に存在する．

X

P X

(γf)−1(Y ) Y

γX ηY

1X

v′

r

l

h′

f ′
⌟

f

⌟
h

u′ v

γf

ここで g′ ◦ l = 1X で，g′ と 1X は完全写像なので，定理 14から lも完全写像になる．さ
らに r = f ′ ◦ lなので r も完全写像である．
ところで X ⊂ (γf)−1(Y ) なので包含写像 X → (βf)−1(Y ) があるが，これは

(βf)−1(Y ) の図式の r と入れ替えても可換図式を満たす．よって r の一意性より r

は包含写像 X → (γf)−1(Y ) である．X は γX の中で稠密なので特に (γf)−1(Y ) の中
でも稠密である．今 r が完全写像で，特に閉写像であることがわかっているので X は
(γf)−1(Y )の中で閉集合ということになる．稠密性から X = (γf)−1(Y )となり，結局 r

は恒等写像であったことがわかる．さらに図式の可換性から h = f がわかるので結局以
下の図式がわかる．

X Y

γX ηY

⌟
f

γf

これは (Q5)が成り立つということである．
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(Q5) =⇒ (Q6)∧ (Q7)∧ (Q8)の証明: (Q8) =⇒ (Q7)∧ (Q8)が成り立つので (Q5) =⇒
(Q8) を証明すれば良い．上述の (Q1) =⇒ (Q5)の証明と似たようなもんだが，めんどく
さがらず一応説明する．

X Y

γX ηY

⌟
f

γf

が pullbackであることと

(γf)−1(Y ) Y

γX ηY

⌟

(γf |f−1(Y ))

γf

が pullbackであることから X = (γf)−1(Y )が従う．
(Q6) ∨ (Q7) ∨ (Q8) =⇒ (Q1)の証明: βf や γf が完全写像であることと，系 10 から

f が完全写像であることが従う．
以上で証明が終わる．

注意. 定理 15 の (Q6), (Q7), (Q8) の条件はそれぞれ βf(βX\X) = clβY (f(X))\f(X),

βf(βX \X) = clηY (f(X)) \ f(X), γf(γX \X) = clηY (f(X)) \ f(X) と同値になる．
f が全射の時は βf(βX \X) = βY \ Y , βf(βX \X) = ηY \ Y , γf(γX \X) = ηY \ Y
となる．つまり，コンパクト化の剰余の像が行き先の剰余に等しいということである．

3 おまけ
連続写像 f が固有写像であるとは f によるコンパクト集合の引き戻しがコンパクトに
なるときにいう．
空間 X が k-空間であるとは X の部分集合 Aが閉集合であることと，任意のコンパク
ト部分集合 K について K ∩ Aが K の閉集合であることが同値になるときにいう．つま
り写像の族 {ιK : K → X}K:cpt in X による商位相と X 自体の位相が一致するというこ
とである．この空間のことをコンパクト生成であるともいう．
位相空間 X が弱ハウスドルフであるとは，任意のコンパクト部分集合が閉集合になる
ときにいう．
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命題 16. X を位相空間とし，Y をコンパクト生成弱ハウスドルフ空間とする．このとき
連続写像 f : X → Y が完全写像であることと固有写像であることは同値である．

証明. まず f が完全であると仮定する．このとき系 12より f は固有写像になる．逆に f

が固有であると仮定しよう．このとき固有写像の定義から f の各ファイバーはコンパク
トになる．今から f が閉写像になることを示そう．Aを X の任意の閉集合とする．この
とき f(A)が Y の中で閉集合であると言えれば良い．Y の任意のコンパクト部分集合を
K とする．このとき f(A) ∩K = f(A ∩ f−1(K))が成り立つ (この式は射影公式と呼ば
れ，集合間の写像とその部分集合についていつでも成り立つ)．ここで f が固有であるこ
とから f−1(K)はコンパクト集合であり AはX の閉集合なので A∩ f−1(K)は f−1(K)

の閉集合である．特にコンパクトである．故に f(A ∩ f−1(K))もコンパクトである．つ
まり f(A) ∩K は Y のコンパクト部分集合である．よって Y が弱ハウスドルフであるこ
とから f(A) ∩K は閉集合である．K の任意性と Y が k-空間であることから f(A)は閉
集合である．よって f が閉写像，ひいては完全写像であることがわかった．

注意. [1] においては全て完全正則空間で考えて，完全写像を pullback で記述していた．
もしかしたら完全正則空間の圏はスキームっぽさがあるのかもしれない．今回の文書で
は，筆者が手を加えて最後の定理以外ではなるべく一般の位相空間で証明が済むように
なっている．結果として 9の証明が一つずつ証明をするようなものになってけったいなも
のなったかもしれない．
定理 15 の (Q2) は，文献 [9]によれば，[8, Theorem 1] と [10, Theorem, p.21] で見
出されたものらしい．定理 15の (Q3) は文献 [7] によれば [6, Lemma 1.5] で見出された
ものらしい．

次の定理は使うかもと思って準備したが使わなかった．
3× 3の図式の pullbackについても考えよう．

定理 17. 以下の可換図式において小さい正方形の図式の左上は pullbackになっていると
する．このとき A′ は一番大きい外側の pullbackにもなっている．
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A′ B′ C ′

A B C

A0 B0 C0

⌟ ⌟

⌟ ⌟

証明. 縦に分割したり，横に分割したりして定理 3や定理 4 を使うと証明できる．
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