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この文書では Rn 内の星型領域が Rn に微分同相であることを証明する．
この定理は Bott–Tuにある “Good cover” の存在証明に利用されるはずである．本来
は Good coverの存在証明をはてなブログ「電波通信」で行う予定であったが，その目的
はいまだに未達成である．
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1 本文
定義 1 (下半連続関数). 距離空間 (X, d) 上の，−∞ の値も取りうる関数 f : X →
[−∞,∞) が下半連続関数であるとは任意の x ∈ X と任意の ϵ ∈ (0,∞) に対してある
δ ∈ (0,∞) が存在し，任意の y が d(x, y) < δ を満たすのであれば，f(x)− ϵ < f(y) を
満たすときにいう．論理式でわざわざ書くと

∀x ∈ X ∀ϵ ∈ (0,∞) ∃δ ∈ (0,∞) ∀y (d(x, y) < δ =⇒ f(x)− ϵ < f(y))

ということである．このことは，任意の a ∈ Rについて f−1((a,∞))が X の開集合であ
ることと同値であるし，さらに任意の a ∈ R について f−1([−∞, a]) が X の閉集合であ
ることとも同値である．

命題 2. (X, d)を距離空間とし，実数 s ∈ (0,∞)と下半連続関数 f : X → [−∞,∞) を与
え，任意の x ∈ X について s ≤ f(x) を満たすと仮定する．このとき，X 上の実連続関
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数の列 {fn : X → R}n∈Z≥0
が存在して以下を満たす．

(1) 任意の n ∈ Z≥0 と任意の x ∈ X について s ≤ fn(x) ≤ f(x) が成り立つ．
(2) 任意の n ∈ Z≥0 と任意の x ∈ X について fn(x) ≤ fn+1(x) が成り立つ．
(3) 任意の x ∈ X について limn→∞ fn(x) = f(x) が成り立つ．つまり，f は {fn} の
各点収束極限である．

証明. 各 fn は具体的に定義できる．実際

fn(x) = inf
p∈X

{f(p) + n · d(x, p)}(D1)

と定義する．これが命題の条件を満たすことを見ていこう．
Step 1: 定義式 (D1) において p = xとすれば fn(x) ≤ f(x)がわかる．
Step 2: 任意の p ∈ X と任意の x ∈ X, そして任意の n ∈ Z≥0 について

f(p) + n · d(x, p) ≤ f(p) + (n+ 1) · d(x, p)

が成り立つので，fn(x) ≤ fn+1(x) がわかる．
Step 3: 任意の x, p ∈ X についてもちろん d(x, p) ≥ 0 なので，任意の n ∈ Z≥0 につ
いて

s ≤ f(p) ≤ f(p) + n · d(x, p)

が成り立つので s ≤ fn(x) がわかる．
Step 4: このステップでは各 fn の連続性を証明する．x, y ∈ X を任意に与える．この
とき ϵ ∈ (0,∞) を任意に与えると fn(x)の定義式 (D1) から q ∈ X が存在して

f(q) + n · d(q, x) < fn(x) + ϵ

となる．また，fn(y)の定義から

fn(y) ≤ f(q) + n · d(q, y)

が成り立つ．これらの式を辺々引くと三角不等式から

fn(y)− fn(x) ≤ n · (d(q, y)− d(q, x))− ϵ ≤ n · d(x, y) + ϵ

となる．ここで ϵ は任意であったので

fn(y)− fn(x) ≤ n · d(x, y)
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を得る．そして xと y の対称性から

|fn(y)− fn(x)| ≤ n · d(x, y)

が得られる．よって各 fn は連続である (実際はより強くリプシッツ連続である．ただし
このことはこの文書では使わないけれども)．
Step 5: このステップでは f が fn の各点収束極限であることを証明する．点 x ∈ X を
任意に与える．このとき f の下半連続性から任意の ϵ ∈ (0,∞) についてある δ ∈ (0,∞)

が存在して任意の y ∈ X が d(x, y) < δ を満たすならば f(x)− ϵ < f(y) が成り立つ．さ
て，p ∈ X についてまず，d(p, x) < δ と仮定すると上のことから

f(x)− ϵ < f(p) ≤ f(p) + n · d(p, x)

となる．次に δ ≤ d(p, x) ならば N ∈ Z≥0 を十分大きく取り，

f(x)− ϵ ≤ N · δ

が成り立つようにすると，n ≥ N ならば

f(x)− ϵ ≤ n · d(p, x) ≤ f(p) + n · d(p, x)

がわかる．上記のことから N を十分大きく取れば n ≥ N ならば任意の p ∈ X について

f(x)− ϵ ≤ f(p) + n · d(x, p)

が成り立つ．つまり十分大きい nについては f(x)− ϵ ≤ fn(x) ≤ f(x) が成り立つので，
fn → f(x) がわかる．

命題 3. M をコンパクト可微分多様体とし，f : M → R を連続写像とする．このとき f

を滑らかな関数によって一様近似することができる．

証明. 任意に ϵ ∈ (0,∞) を与える．そして各点 a ∈M について

Ua = {x ∈M | |f(x)− f(a)| < ϵ}

と定義する．このとき a ∈ Ua であり，M =
⋃
a∈M Ua となる．よってM のコンパクト

性から有限の点 a1, . . . , an がとれて

M =
n⋃
i=1

Uai
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とできる．さてこのとき，滑らかな単位の分割 {λi}ni=1 が存在して

supp(λi) ⊆ Ui

を満たす．そして g : M → R を

g(x) =
n∑
i=1

f(ai) · λi(x)

と定義しよう．このとき g は滑らかな関数である．今からこれが f の一様近似になって
いることを示そう．任意の x ∈ X について

|f(x)− g(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(x) · λi(x)− g(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(x)− f(ai)) · λi(x)

∣∣∣∣∣
≤

∑
x∈Uai

|f(x)− f(ai)| · λi(x) < ϵ ·
n∑
i=1

λi(x) = ϵ.

つまり，supx∈M |f(x)− g(x)| ≤ ϵ である．

命題 4. M をコンパクト可微分多様体とし，f : M → R を下半連続関数で，ある実数
s ∈ (0,∞) が存在して任意の x ∈ M について s ≤ f(x) とする．このとき十分大きい
N ∈ Z≥0 と滑らかな関数の列 {gi : M → R}∞i=N が存在して (番号が N から始まってい
ることに注意) 以下を満たす．

(1) 任意の n ∈ Z≥0 と任意の x ∈ X について

1

2n(n+ 1)
< gn+1(x)− gn(x)

が満たされる．ここで 1
2n(n+1) =

1
2 (

1
n − 1

n+1 ) に注意せよ (あとで使う)．
(2) 任意の n ∈ Z≥0 と x ∈ X について gn(x) < gn+1(x) が成り立つ．
(3) gn は f に各点収束する．
(4) 任意の n ∈ Z≥0 と任意の x ∈M について s/2 < gn(x) < f(x) が成り立つ．

証明. まず，コンパクト可微分多様体は距離空間にできることに注意しよう．それこ
そウリゾーンの距離化可能定理を用いれば良い．そうすると命題 2 より連続関数列
{fn : X → R} が存在して f に単調増加で各点収束し，s ≤ fn を満たす．そして

Fn = fn − 1

n

4



と定義する．ここで N ∈ Z≥0 を
4

s
< N

と取る．すると n ≥ N ならば

Fn = fn − 1

n
≥ s− 1

N
=

3

4
s

が成り立つ．つまり 3
4s < Fn が成り立つ．さらに

Fn+1 − Fn = (fn+1 − fn)−
1

n+ 1
+

1

n
≥ − 1

n+ 1
+

1

n
=

1

n(n+ 1)

なので
Fn+1 − Fn ≥ 1

n(n+ 1)

を得る．そして命題 3 より滑らかな関数 g : M → R が存在して

sup
x∈X

|Fn(x)− gn| <
1

4n(n+ 1)

が成り立つ．これをもってして {gi}∞i=N を定義しよう．このとき gn が f に各点収束す
ることはよくわかる．残りの条件を確かめよう．まず最初に二つの式

sup
x∈X

|Fn(x)− gn| <
1

4n(n+ 1)

と
sup
x∈X

|Fn+1(x)− gn+1| <
1

4(n+ 1)(n+ 2)

から以下を計算できる．

gn+1 − gn > Fn+1 −
1

4(n+ 1)(n+ 2)
− Fn − 1

4n(n+ 1)

= (Fn+1 − Fn)−
1

4(n+ 1)(n+ 2)
− 1

4n(n+ 1)

≥ 1

n(n+ 1)
− 1

4(n+ 1)(n+ 2)
− 1

4n(n+ 1)

≥ 1

n(n+ 1)
− 2 · 1

4n(n+ 1)
=

1

2n(n+ 1)
.

よって，gn+1 − gn >
1

2n(n+1) である．ここで， 1
4(n+1)(n+2) ≤

1
4n(n+1) を使った．さて，

さらに
gn > Fn − 1

4n(n+ 1)
>

3

4
s− 1

n
>

3

4
s− 1

4
s =

1

2
s
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なので，
gn >

1

2
s

がわかる．ここで n ≥ N ≥ 4
s に注意せよ．また， 1

4n(n+1) ≤ 1
n を用いた．次に gn(x) ≤

f(x) を示そう．

gn(x) < Fn(x) +
1

4n(n+ 1)
≤ fn(x)−

1

n
+

1

4n(n+ 1)

= fn(x) +
−4n− 3

4n(n+ 1)
< fn(x) ≤ f(x)

なので，gn(x) < f(x)もわかる．

命題 5. 集合 E を

E =

{
(a, b, c, d) ∈ R4 | a < b, c < d,

b− a

2
< d− c

}
と定義する．このとき E は R4 の開部分多様体になる．このとき滑らかな関数

h : R× E → R

が存在して以下を満たす．

(1) ∂rh > 0が成り立つ．ここで r というのは R× E の Rの方の変数である．
(2) h([a, b], ab, c, d) = [c, d] つまり，a, b, c, dを固定した上 (そうすると変数が r だけ
になる)で，区間 [a, b] の像を考えるとそれは [c, d]に一致するということである．

(3) δ = b−a
4 とする．もしも r < a + δ ならば h(r, a, b, c, d) = 1

2 (r − a) + c であり，
もしも b− δ < r ならば h(r, a, b, c, d) = 1

2 (r − b) + d である．

証明. 滑らかな関数 ψ : R → R を以下の条件を満たすものとしてとってくる．

(1) 任意の x ∈ Rについて 0 ≤ ψ(x) ≤ 1である;

(2) x ≤ 1/4ならば ψ(x) = 1;

(3) 1/4 < x < 3/4 ならば dψ
dx < 0である;

(4) 3/4 ≤ xならば ψ(x) = 0である．

このような ψ が存在することは多様体の基礎を知っていればよくわかる．このような ψ

を用いて

h(r, a, b, c, d) =

(
1

2
(r − a) + c

)
· ψ

(
r − a

b− a

)
+

(
1

2
(r − a) + d

)
·
(
1− ψ

(
r − a

b− a

))
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と定義すると，これは命題の条件を満たす．
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ユークリッド空間 Rn 内の 2点 a, b ∈ Rn について
ab = { ta+ (1− t)b | t ∈ [0, 1] }

と定義する．

定義 6 (星型集合). Rn 内の部分集合 Aが星型集合であるとはある点 c ∈ A が存在して
任意の x ∈ X について cx ⊆ A を満たすこととする．上のような cを Aの星の中心と呼
ぶことにする．

定義 7 (星型領域). Rn 内の部分集合 A は星型であり，なおかつ開集合であるときに星
型領域と呼ぶ．

以下，星型領域を Rn の開部分多様体とみなして話を進める．
また，以下では，

U(x, r)

で xを中心とする r-開球で，記号
B(x, r)

で xを中心とする r-閉球を表すことにする．

定理 8. ユークリッド空間 Rn 内の星型領域は Rn に微分同相である．

証明. C を Rn の星型領域とする．適当に並行移動させることにより，C の星の中心は原
点 0 としても良い．また，動径しか変えない微分同相 Rn ∼= U(0, 1) の存在から C は誘拐
であると改訂しても一般性を失わない．
また，C は開集合なので 0 の十分小さい近傍を含む．なので適当に Rn 全体をスカラー
倍して

U(0, 2) ⊆ C

となると仮定しても良い．ここで，この操作で C の有界性が崩れないことに注意しよう．
さて，

Sn−1 = {x ∈ Rn | ∥x∥2 = 1 }

とし，写像
f : Sn−1 → R

を
f(x) = sup{λ ∈ [0,∞) | λ · x ∈ C }

と定義する．このとき次のことが成立する．
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1. 任意の x ∈ Sn−1 について 1 ≤ f(x)である．これは U(0, 2) ⊆ C だからである．
2. f は下半連続である．

写像 f が下半連続であることを証明しよう．x ∈ Sn−1 と ϵ ∈ (0,∞) を任意に与え
る．すると f の定義からある λ ∈ (0,∞) がとれて，λ · x ∈ C かつ f(x) − ϵ < λ を満
たす．いま，λ · x ∈ C なので，C が開集合であることからある δ ∈ (0,∞) が存在して
B(λ · x, δ) ⊆ C を満たす．ここで

V = U

(
x,
λ

δ

)
∩ Sn−1

とおくと V は Sn−1 の開集合である．もしも y ∈ V ならば ∥x− y∥ < δ
λ なので

∥λx− λy∥ = λ∥x− y∥ < δ

λ
λ = δ

であり，U(λx, δ) ⊆ C から λy ∈ C がわかる．これは λ ≤ f(y) が成り立つことを意味
している．つまり，以上の議論から y ∈ V ならば f(x) − ϵ < f(y) がわかる．つまり f

は下半連続である．写像 f はいわば C に関する動径の関数である．この f に対して命
題 4 を適応してそこで述べられている滑らかな関数列 {gn}∞n=N をとる．ここで，もしも
N ≤ 1のときは N ≥ 2になるように取り直すことにする．このようにしても gn には影
響はない．すると

gn+1 − gn >
1

2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
であり，

gn >
s

2
=

1

2
>

1

2

(
(1− 1

N
)− 0

)
となる．つまり，

gN − 0 >
1

2

(
(1− 1

N
)− 0

)
である．以上を踏まえて，命題 5 の関数 hを用いて関数 Φ: U(0, 1) → C を以下のよう
に定義する．もしも xが x ∈ B

(
0, 1− 1

N

) を満たすのであれば，
Φ(x) =

x

∥x∥
· h

(
∥x∥, 0, 1− 1

N
, 0, gN

(
x

∥x∥

))
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と定義する．もしもある n ≥ N が存在して xが x ∈ B
(
0, 1− 1

n+1

)
\U

(
0, 1− 1

n

) を満
たすのであれば

Φ(x) =
x

∥x∥
· h

(
∥x∥, 1− 1

n
, 1− 1

n+ 1
, gn

(
x

∥x∥

)
, gn+1

(
x

∥x∥

))
と定義する．このとき Φ が全単射であることはよくわかる．Φ が微分同相であることを
示そう．det JΦ ̸= 0 が任意の点で言えれば良い．
極座標を使えば，x ̸= 0 ならば

(JΦ)x =


x

∥x∥∂rh ∗ ∗ . . . ∗
0 1
0 1
...

. . .

0 1


となる．右下は単位行列のつもりである．なので，∂rh > 0 なので，det JΦ ̸= 0がわか
る．また，0の十分近くでは Φ(x) = 1

2x なので，結局 Φは微分同相である．U(0, 1) と
Rn は微分同相なので，結局 C は Rn と微分同相であることがわかる．
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2 この定理の参考文献にまつわる謎
この文書はもともと 2016年に，はてなブログ「電波通信」にて，手書きの原稿として
公開された [9]．それを TEXに落とし込んだのがこの文書である．この文書のの議論自体
は 2015年 10月に閲覧したという，ドイツ語の解析学の講義ノートらしい [2] を頑張って
読んだものだと思われる．この文献の存在自体は [7] から知ったと思われる．ドイツ語の
文献 [2] は現在閲覧不可能であり，作者が他のドメインで公開しているかどうかというこ
とも不明である．よもやドイツ語の講義ノートの証明を，どこかの誰かが日本語にして流
布しているとは，この講義ノートの著者は思いもしなかったと思う．とにかく，以上の証
明方法について何か元ネタがあるのかどうか探索したところ，Mathoverflowの二つの質
問 [4] と [6] を見つけた．質問 [6] はこの文書の主定理の引用可能な文献はないかと問う
ているが，なかなかないようである．一応 [8]が候補として挙げられているが，少々趣が
違うようである．この論文自体は Brownによる論文 [1] の発展のような内容であり，そ
れでは Brown[1] が何を証明しているのかというと，n-cell の和になる位相空間が n-cell

に同相になることを証明している．我々の議論だと，C の境界を下から滑らかな関数で
近似することによって増大する開集合の可算列で C を表現することによって定理を証明
している．つまり，我々の論法の元ネタは Brown[1]である可能性が高い．ただし Brown

の論文は連続写像でしか話をしていないことに注意しよう．この Brownの論文の発展に
ついては Mathoverflow の質問 [5] の回答に色々ある．おそらく誰かが Brown[1] の議論
を可微分写像の圏でやり直したのかもしれない．強いて言えばそれが「笑い男のオリジナ
ル」ということである．
また，下半連続関数が（リプシッツ）連続関数の増加列の各点収束極限になることは

Baire関数の文脈でよく知られているようであり，命題 2 で行った構成法は，いわば「い
つものやつ」のようである．ここら辺の話は [3, Theorem 2.1] などに，今のこの文書の話
とは関係なく，一般の話として紹介されている．

参考文献
[1] Morton Brown, The monotone union of open n-cells is an open n-cell, Proc.

Amer. Math. Soc. 12 (1961), 812–814, DOI:10.2307/2034881. MR 126835

[2] Drink Ferus, Analysis III, （ドイツ語）2015年 10月閲覧．現在リンク切れ．行方
不明． URL:https://page.math.tu-berlin.de/ferus/ANA/Ana3.pdf.

17



[3] Valentin Gutev, Lipschitz extensions and approximations, J. Math. Anal. Appl.

491 (2020), no. 1, 124242, 13, DOI:10.1016/j.jmaa.2020.124242. MR 4103879

[4] Oliver (https://mathoverflow.net/users/1570/oliver), What are the open sub-

sets of Rn that are diffeomorphic to Rn, MathOverflow, URL:https://

mathoverflow.net/q/4468 (version: 2020-12-28).

[5] Andy Putman (https://mathoverflow.net/users/317/andy putman), Manifolds

with two coordinate charts, MathOverflow, URL:https://mathoverflow.net/

q/117475 (version: 2022-07-21).

[6] Dmitri Pavlov (https://mathoverflow.net/users/402/dmitri pavlov), Is there

a citeable reference for star-shaped open subsets of Rˆn being diffeomorphic

to Rˆn?, MathOverflow, URL:https://mathoverflow.net/q/198882 (version:

2022-11-19).

[7] Georges Elencwajg (https://mathoverflow.net/users/450/georges elencwajg),

What are the open subsets of Rn that are diffeomorphic to Rn, MathOverflow,

URL:https://mathoverflow.net/q/4516 (version: 2013-07-10).

[8] Kyung Whan Kwun, Uniqueness of the open cone neighborhood, Proc. Amer.

Math. Soc. 15 (1964), 476–479, DOI:10.2307/2034528. MR 161319

[9] ナンブキトラ, 星型領域はユークリッド空間に微分同相, はてなブログ「電波通信」
URL:https://concious4410.hatenablog.com/entry/2016/07/06/194138.

[10] 松本幸夫, 多様体の基礎, 基礎数学５, 東京大学出版会, 1998.

18


