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この文章ではファイバーバンドルの理論を被覆の言葉だけで記述しようとした場合に起こった大失敗を紹介
する．
経緯を述べると 6 年くらい前にファイバーバンドルの理論を勉強しようと思ったのだが，なんか難しくっ
て，聞くところによるとバンドルの理論というのは被覆の言葉で書き直せるとのことであった．被覆の方が私
に馴染みがあったし，またバンドルを被覆の言葉で記述した場合，(確か一次の)非可換 (チェック)コホモロ
ジーと見做せるのでそのように記述した方が都合がいいと思ってファイバーバンドルの理論を被覆の言葉で書
き直した PDF を用意していた．しかしながら，プルバックのホモトピー不変性を証明するに至って，あまり
にも証明が書き直せないことから 6年くらい塩漬けになっていた．勉強も塩漬けになっていた．
最近年末の大掃除をしている時に塩漬けになっているのを再発見してなんとかプルバックのホモトピー不変
性を証明できないかと唸っていたところ，おそらく成功したので，また将来の私が困らないようにメモとして
残しておく．成功したかどうかよくわからないが，アイデアの方向性はあっていると思うのでメモを残してこ
れ以上この方向で進むのをやめろという警告とする．
証明が精密でなくとも，この方向でやろうとするのはやめろという警告程度にはなるだろう．
端的に言って，バンドルの理論は写像の言葉で行った方がとても良い．
元々の未完成の PDFをこの文章の後にくっつけておく．完成する予定だったのでうまくいったとか書いて
いるが，完成してないしうまくもいっていない．

1 何を定義したのか？
まずオリジナル版では添字付きの被覆を定義し，変換関数を導入する．元々電波通信はやぼったいほど基礎
的なことを書き込み方針だったのだ．

定義 1 (添え字付き開被覆). 集合 Aから O(X)への写像 U : A → O(X)が

X =
∪
a∈A

U(a)

を充たすとき、U を添え字付き開被覆といい、Aのことを添え字という。U の a ∈ Aにおける値 U(a)を Ua

と書いたりする。また、なまぐさをして U のことを U = {Ua}a∈A とか書いたりする。

集合として同じでも添え字が違う場合は別のものとして扱いたいので添え字付き開被覆を用いる。大げさだ
が、つぎのように定義する。

OMP (X,G) =
∪

P∈O(X)

Map(P,G)

1



つまりOMP (X)はX の開集合からGへの写像を全部集めた集合である。また集合 Aに対して A2 で A×A

を表すことにする。

定義 2 (変換関数). U を X の添え字付き開被覆とし、その添え字を Aとする。g : A× A :→ OMP (X,G)

が U に付随する変換関数であるとは次の条件を充たすときに言う。*1

(1) gba の定義域は Ub ∩ Ua である。
(2) gba : Ub ∩ Ua → Gは連続写像である。
(3) ∀x ∈ Uc ∩ Ub ∩ Ua gcb(x)gba(x) = gca(x) （コサイクル条件）

注意. Ub ∩ Ua = Øのとき gba は空写像である。また、Uc ∩ Ub ∩ Ua = Øのとき条件 (3)は真になることに
注意しよう。

注意. コサイクル条件から Ua ̸= Øのとき gaa ≡ 1G となることや、Ub ∩ Ua ̸= Øのとき gba = (gab)
−1 が成

り立つことなどがわかる。

ついで抽象束なる概念を位相空間の上の被覆と変換関数の集まりで定義する．

定義 3. 位相空間 X と位相群 Gに対して、X と G、添え字集合 Aと Aを添え字に持つ X 上の添え字付き
開被覆 U , および U に付随する変換関数 g の五つ組 (X,G,A,U, g)のことを X 上の G-抽象束（もしくは X

上の G-変換関数付き開被覆、または X の (G, 1)-チェックコサイクル）と呼ぶ。X を底空間、Gをこの束の
構造群と呼ぶ。X 上の G-抽象束全体を C (X,G)と書く。*2

注意. 抽象束にはファイバーがないことに注意せよ。

例 4. 任意の位相空間 X と位相群 Gを与える。添え字付き開被覆 U : {1} → O(X)を U(1) = X と定義し、
変換関数 g : {1}2 → OMP (X)を g11 ≡ 1G と定義する*3と (X,G, {1}, U, g)は抽象束になる。この束のこと
を自明束という。どんな位相空間と位相群 Gについても C (X,G) ̸= ∅である。これは G上の自明束が常に
存在するからである。

バンドルの理論の教科書などに書いている通り，このような「抽象束」というのはファイバーバンドルと同
じのはずであり (ファイバーを指定していないので主束と同じのような気がする)，ファイバーバンドルの理論
をこの「抽象束」の言葉で書き換えることができてしかるべきである．
次に束同士の同値性について定義するのである．
以下では抽象束をフラクトゥールの一文字で表す。

1.1 抽象束の束同値
二つの G-抽象束が束同値であるということを定式化する。

定義 5. A,B ∈ C (X,G)について

A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,B, V, h)

*1 以下では g(b, a)を gba と書くことにする。
*2 C は cocycleの cである。
*3 X = ∅の場合には g11 は空写像と定義する。
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とする。任意の (a, b) ∈ A×B について連続関数

pba : Vb ∩ Ua → G, qab : Ua ∩ Vb → G

が存在して、以下の条件を充たすとき AとBは束同値であるという。

(1) ∀(a, b, c) ∈ A×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Ua pcb(x)gba(x) = pca(x)

(2) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Ua qcb(x)pba(x) = gca(x)

(3) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×A ∀x ∈ Uc ∩ Ub ∩ Va gcb(x)qba(x) = qca(x)

(4) ∀(a, b, c) ∈ B ×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Va qcb(x)hba(x) = qca(x)

(5) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Va pcb(x)qba(x) = hca(x)

(6) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×B ∀x ∈ Vc ∩ Vb ∩ Ua hcb(x)pba(x) = pca(x)

AとBが束同値であることを
A ▷◁ B

と表す。

注意. pは AからBへの変換で、q はBから Aへの変換であり、

pba = (qab)
−1

を充たす。

さすがにファイバーがないと束同士の写像は定義できない。
オリジナルの PDFでは単位区間のバンドルが全て自明であることを証明しようとした痕跡がある．
「区間のあれ」と書かれている補題は，単位閉区間にルベーグ数の存在とかを適応して被覆度が高々 2の被
覆で細分できることを示したかったのだと思う．

補題 6. 区間のあれ

区間上の束が自明であることを証明するために変換関数を頑張って引き伸ばすことをしている．

命題 7. 単位閉区間 I = [0, 1]と任意の位相群 Gについて、

card(C (I,G)/▷◁) = 1

つまり I 上の抽象束はすべて自明束である。

証明. Aを I 上の抽象束とする。この束の被覆は [a0, b0), (a1, b1), . . . , (an−1, bn−1), (an, bn]という形で、

a0 = 0, bn = 1, ai−1 < ai < bi−1 < bi

を充たすとしてよい。さて c1, c2, . . . cn、d0, d2 . . . dn−1 を

[ci, di−1] ⊂ (ai, bi−1)

となるようにとる。
A ▷◁ Bである。
s0 : [a0, b0) → Gを s0 ≡ 1
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x ∈ (ai, bi) のとき（i = n のときは x ∈ (an, bn]）si(x) = gi,i−1(t(x))si−1|(ai,bi−1)(t(x)) と定義する。
(ci, di−1) 上では s(x) = gi,i−1(x)si−1(x) なので (ci, di−1) の上で sis

−1
i−1 = gi,i−1 なので B は自明である。

よって Aも自明である。

2 束同値に関する注意
上で定義した束同値だが，同型として強すぎる．二つの主束 B と C があったときにこれらの局所自明開被
覆を全く同じように取れるかどうかは全く自明ではない．というか成り立たない．よって束同値は主束の話だ
と思うと，B と C に共通の局所自明開被覆が取れて尚且つ同型というかなりきつい同型になっている．なの
で通常の意味での主束の同型を被覆の言葉で書きたいのであれば，二つの抽象束それぞれの細分が存在してそ
れが上の意味での束同値という風に修正しなければならない．このことに気が付かなかったのがオリジナルの
文書の執筆を滞らせる一因になっていた．

3 何を証明したかったのか？
以下のような命題が証明したかったはずである．この命題は大まかにはファイバーバンドルのプルバックの
ホモトピー不変性である．

定理 8. X をパラコンパクトハウスドルフ空間とし，T を X × [0, 1] 上の抽象束とする．このとき T|X×{0}

と T|X×{1} は束同値である．

全く証明できなかった．色々頑張ると次のようなことは証明できる．

命題 9. X をパラコンパクトハウスドルフ空間とする。X × I 上の束は {Ui × I}i∈N という形の添え字付き
被覆を持つ抽象束と束同値である。

この命題はつまり局所自明な被覆として {Ui × I}i∈N という形のものが取れるということである．

4 定理 8の証明? 大体こういう感じでできると思う
今から Tの被覆は常に命題 9のようなものとする．さらに局所有限とする．そして A = T|X×{0} とする．
V ∈ A と suppf ⊂ V となる f : X → [0, 1]に対して A = {Oi}の (V, f)-変形 A(V, f)を以下のように定
義する．A(V, f) = {Oi \ suppf} ∪ {V } で変換関数は gab(x, f(x)) とする．ただし Oi に V は含まれていな
いとする．このとき A(V, f) は A と同値である．なぜなら Oi \ suppf しているからである．また T(V, f) を
X × [0, 1] 上の束で変換関数が gab(x, f(x) + t) となるものとする．
一般に有限個の Vj1 , . . . Vjn ∈ A と suppfj ⊂ Vj で

∑
j fj(x) ∈ [0, 1] とような {fj} について

({Vj}, fj)-変形 A(({Vj}, fj)) を以下のように定義する．A′ = {Oi \
∪

j(suppfj)} ∪ {Vj \
∪

j<k suppfk}
で変換関数は gab

(
x,

∑
j fj(x)

)
とする．このときこれは元の被覆と同値である．なぜなら 2 枚

の場合を考えるとそれは (V1, f1)-変形 A(V1, f1) と T(V1, f1) に対する変形なので A は A(V1, f1)

に同型で，A(V1, f1) は A({V1, V2}, {f1, f2}) に同型なので結局同型である．この議論はようは
A(V1, f1)(V2, f2) = A({V1, V2}, {f1, f2}) ということである．
ついで一般の Vj と fj について ({Vj}, fj)-変形を定義する．まず添字集合は整列されているとして，
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A({Vj}, fj) = {Oi \
∪

j(suppfj)} ∪ {Vj \
∪

j<k suppfk}で変換関数は gab

(
x,

∑
j fj(x)

)
とする．ただし Oi

たちには Vj は含まれていないとする．まず被覆になっていることを示す．点 pをとる．p ∈ Vj となるものが
存在しない時は p ∈ Oi をとると p ∈ Oi \

∪
j suppfj である．p ∈ Vj となるものが存在するときは局所有限

なので Vjn , . . . Vjn が存在して これらしか pを含まない．jn が一番大きいとすると p ∈ Vjn \
∪

jn<k suppfk

なので被覆である．これはもとの被覆と同値である．pの周りを考えると有限回の反復なので有限の場合の話
から大丈夫．つまり pの局所有限性を体現する近傍 Up を取り Up による被覆 {Up}p∈X で A を細分してその
上で議論をするとわかると思う．よって gab(x, 0)を変換関数とする T|X×{0} とと gab(x, 1)を変換関数とす
る T|X×{1} が同値であることがわかった．たぶん．
大人しく写像の話でバンドルを議論した方がよい．
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位相空間上のバンドルについて
ナンブ キトラ

2023年 12月 28日

バンドルとか難しいけど 1-チェックコサイクルとみなして扱ったら割かしわかりやすかったという話。
バンドルとはコサイクルが付いた開被覆のことであることを主張するための文章がこれである*1。
繊維束を商空間として徹底的に取り扱いたい文章であるところのものである。
一般に商空間の話は難しいので、バンドルの話も難しい。
もともとは多様体の間の写像の空間のホイットニートポロジーを記述するためにジェットバンドルを定義し
たかっただけなのだが話がやたら膨らんでしまった。
この文章では位相空間 X と位相群 Gに対して X 上の G-抽象束、（もしくは X 上の G-コサイクル付き開
被覆）を定義して、ファイバー束との関係を見る。

1 準備
位相空間 X の開集合系を O(X)と書くことにする。
開被覆による連続性の判定 [張り合わせ]を紹介する。

命題 1. 位相空間X,Y と写像 f ;X → Y について、任意の U ∈ U で f |U : U → Y が連続関数であるような
X の開被覆 U が存在すれば、f は X 上でも連続である。

証明. 各 U ∈ U 上で f |U が連続なので、任意の U ∈ U と任意の Y の開集合 O について、f−1(O) ∩ U は U

の開集合である。また、U は X の開集合なので f−1(O) ∩ U は X の開集合でもある。そして U が被覆を成
すことから

f−1(O) =
∪
U∈U

(f−1(O) ∩ U)

が成り立ち、この式の右辺は X の開集合であるから、f−1(O)は X の開集合である。O は Y の任意の開集
合であったから f : X → Y は X 上連続である。

関数 f, g, : X → Gについてその積 fg が定義される。

定義 2 (添え字付き開被覆). 集合 Aから O(X)への写像 U : A → O(X)が

X =
∪
a∈A

U(a)

*1 フーズモラーなどはグロタンディークに倣ってすべての写像はバンドルであることを主張している本なので、この文章はまだ穏当
であると言える。
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を充たすとき、U を添え字付き開被覆といい、Aのことを添え字という。U の a ∈ Aにおける値 U(a)を Ua

と書いたりする。また、なまぐさをして U のことを U = {Ua}a∈A とか書いたりする。

集合として同じでも添え字が違う場合は別のものとして扱いたいので添え字付き開被覆を用いる。大げさだ
が、つぎのように定義する。

OMP (X,G) =
∪

P∈O(X)

Map(P,G)

つまりOMP (X)はX の開集合からGへの写像を全部集めた集合である。また集合 Aに対して A2 で A×A

を表すことにする。

定義 3 (変換関数). U を X の添え字付き開被覆とし、その添え字を Aとする。g : A× A :→ OMP (X,G)

が U に付随する変換関数であるとは次の条件を充たすときに言う。*2

(1) gba の定義域は Ub ∩ Ua である。
(2) gba : Ub ∩ Ua → Gは連続写像である。
(3) ∀x ∈ Uc ∩ Ub ∩ Ua gcb(x)gba(x) = gca(x) （コサイクル条件）

注意. Ub ∩ Ua = Øのとき gba は空写像である。また、Uc ∩ Ub ∩ Ua = Øのとき条件 (3)は真になることに
注意しよう。

注意. コサイクル条件から Ua 6= Øのとき gaa ≡ 1G となることや、Ub ∩ Ua 6= Øのとき gba = (gab)
−1 が成

り立つことなどがわかる。

2 抽象束、または変換関数付き開被覆、または 1-チェックコサイクル。
定義 4. 位相空間 X と位相群 Gに対して、X と G、添え字集合 Aと Aを添え字に持つ X 上の添え字付き
開被覆 U , および U に付随する変換関数 g の五つ組 (X,G,A,U, g)のことを X 上の G-抽象束（もしくは X

上の G-変換関数付き開被覆、または X の (G, 1)-チェックコサイクル）と呼ぶ。X を底空間、Gをこの束の
構造群と呼ぶ。X 上の G-抽象束全体を C (X,G)と書く。*3

注意. 抽象束にはファイバーがないことに注意せよ。

例 5. 任意の位相空間 X と位相群 Gを与える。添え字付き開被覆 U : {1} → O(X)を U(1) = X と定義し、
変換関数 g : {1}2 → OMP (X)を g11 ≡ 1G と定義する*4と (X,G, {1}, U, g)は抽象束になる。この束のこと
を自明束という。

どんな位相空間と位相群 Gについても C (X,G) 6= ∅である。これは G上の自明束が常に存在するからで
ある。
以下では抽象束をフラクトゥールの一文字で表す。

*2 以下では g(b, a)を gba と書くことにする。
*3 C は cocycleの cである。
*4 X = ∅の場合には g11 は空写像と定義する。
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2.1 抽象束の束同値
二つの G-抽象束が束同値であるということを定式化する。

定義 6. A,B ∈ C (X,G)について

A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,B, V, h)

とする。任意の (a, b) ∈ A×B について連続関数

pba : Vb ∩ Ua → G, qab : Ua ∩ Vb → G

が存在して、以下の条件を充たすとき AとBは束同値であるという。

(1) ∀(a, b, c) ∈ A×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Ua pcb(x)gba(x) = pca(x)

(2) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Ua qcb(x)pba(x) = gca(x)

(3) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×A ∀x ∈ Uc ∩ Ub ∩ Va gcb(x)qba(x) = qca(x)

(4) ∀(a, b, c) ∈ B ×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Va qcb(x)hba(x) = qca(x)

(5) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Va pcb(x)qba(x) = hca(x)

(6) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×B ∀x ∈ Vc ∩ Vb ∩ Ua hcb(x)pba(x) = pca(x)

AとBが束同値であることを
A ▷◁ B

と表す。

注意. pは AからBへの変換で、q はBから Aへの変換であり、

pba = (qab)
−1

を充たす。

さすがにファイバーがないと束同士の写像は定義できない。

命題 7. A ∈ C (X,G)について
A ▷◁ A

証明. pba = gba, qba = gba と定義すればわかる。

命題 8. A,B ∈ C (X,G)について
A ▷◁ B =⇒ B ▷◁ A

証明. 束同値の定義は対象になっているのでわかる。

命題 9. A,B,C ∈ C (X,G)について

A ▷◁ B, B ▷◁ C =⇒ A ▷◁ C

証明. 超めんどいけど頑張る。
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A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,B, V, h), C = (X,G,C,W, k)

とする。
A ▷◁ Bなので任意の (a, b) ∈ A×B について連続関数

pba : Vb ∩ Ua → G, qab : Ua ∩ Vb → G

が存在して、以下の条件を充たす

(1) ∀(a, b, c) ∈ A×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Ua pcb(x)gba(x) = pca(x)

(2) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Ua qcb(x)pba(x) = gca(x)

(3) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×A ∀x ∈ Uc ∩ Ub ∩ Va gcb(x)qba(x) = qca(x)

(4) ∀(a, b, c) ∈ B ×B ×A ∀x ∈ Uc ∩ Vb ∩ Va qcb(x)hba(x) = qca(x)

(5) ∀(a, b, c) ∈ B ×A×B ∀x ∈ Vc ∩ Ub ∩ Va pcb(x)qba(x) = hca(x)

(6) ∀(a, b, c) ∈ A×B ×B ∀x ∈ Vc ∩ Vb ∩ Ua hcb(x)pba(x) = pca(x)

そしてB ▷◁ Cなので任意の (a, b) ∈ B × C について連続関数

sba : Wb ∩ Va → G, tab : Va ∩Wb → G

が存在して、以下の条件を充たす

(1) ∀(a, b, c) ∈ B ×B × C ∀x ∈ Wc ∩ Vb ∩ Va scb(x)hba(x) = sca(x)

(2) ∀(a, b, c) ∈ B × C ×B ∀x ∈ Vc ∩Wb ∩ Va tcb(x)sba(x) = hca(x)

(3) ∀(a, b, c) ∈ C ×B ×B ∀x ∈ Vc ∩ Vb ∩Wa hcb(x)tba(x) = tca(x)

(4) ∀(a, b, c) ∈ C × C ×B ∀x ∈ Vc ∩Wb ∩Wa tcb(x)kba(x) = tca(x)

(5) ∀(a, b, c) ∈ C ×B × C ∀x ∈ Wc ∩ Vb ∩Wa scb(x)tba(x) = kca(x)

(6) ∀(a, b, c) ∈ B × C × C ∀x ∈ Wc ∩Wb ∩ Va kcb(x)sba(x) = sca(x)

さて、任意の (a, b) ∈ A× C に対して vba : Wb ∩ Ua → G以下のように定義する。各 x ∈ Wb ∩ Ua に対して
x ∈ Vω となる ω ∈ B を取る。そして

vba(x) = sbω(x)pωa(x)

と定義する。この vba について最初はこの定義が well-defined、即ち ω ∈ B の取り方によらないことを示そ
う。別の Ω ∈ B が x ∈ VΩ を充たしているとする。このとき (1)− (6)の条件から

sbωpωa = sbΩ(x)hΩω(x)pωa(x) = sbΩ(x)pΩa(x)

となるので、vba(x)は ω ∈ B の取り方によらないことがわかった。また、{Wb ∩ Ua ∩ Vi}i∈B はWb ∩ Ua の
被覆であり、vba は各Wb ∩ Ua ∩ Vi 上で連続なので vba : Wb ∩ Va → Gは連続である。
同様にして任意の (a, b) ∈ A × C に対して wab : Ua ∩ Wb → G を wab = v−1

ba と定義する。この wab は
x ∈ Vω となる ω ∈ B をとれば

wab(x) = qaω(x)tωb(x)

と表される。
ここからはこの vba と wab が束同値の定義にある (1)− (6)を充たすことを見ていこう。
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(1) ∀(a, b, c) ∈ A×A×C ∀x ∈ Wc ∩Ub ∩Ua vcb(x)gba(x) = vca(x)を証明しよう。各 x ∈ Wc ∩Ub ∩Ua

に対して x ∈ Vω となる ω ∈ B を取る。すると

vcb(x)gba(x) = scω(x)pωb(x)gba(x) = scω(x)pωa(x) = vca(x)

となるので (1)は証明された。他の (2)から (6)も同様に証明される。

以上をまとめて以下を得る。

定理 10. 束同値 ▷◁は C (X,G)上の同値関係である。

被覆が同じ抽象束同士の束同値の判定には次の命題が簡便である。

命題 11. A,B ∈ C (X,G)とし、

A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,A,U, h)

とする。即ち AとBは同じ添え字付き被覆を持つとする。このとき A ▷◁ Bと次のことは同値である。
各 a ∈ Aについて連続関数 λa : Ua → Gが存在して

hba(x) = λb(x)gba(x)λ
−1
a (x)

が Ua ∩ Ub 上で成り立つ。

証明. まず A ▷◁ Bを仮定する。束同値の定義に出てくる各 (a, b) ∈ A2 について連続関数 pba : Ub ∩ Ua → G

と qab : Ua ∩ Ub → Gが存在しほげ。このとき、Ua ∩ Ub 上でで以下のことが成り立つ。

pbbgba = pba

hbapaa = pba

よって
hbapaa = pbbgba

が Ua ∩ Ub 上で成り立つ。そこで λa(x) = paa(x)と定義すればよい。（paa は Ua 上の Gに値を取る連続関
数であることに注意せよ。）
逆に各 a ∈ Aについて連続関数 λa : Ua → Gが存在して

hba(x) = λb(x)gba(x)λ
−1
a (x)

が Ua ∩ Ub 上で成り立つと仮定しよう。このとき pba = λbλ
−1
a とし、qab = p−1

ba と定義すれば A ▷◁ Bがわか
る。

被覆の細分と束同値。

定義 12 (細分). X の添え字付き被覆 V : B → O(X)が同じく X の添え字付き被覆 U : A → O(X)の細分
であるとは任意の b ∈ B についてある a ∈ Aが存在して Vb ⊂ Ua が成り立つことである。

細分について
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命題 13. A,B ∈ C (X,G)とし、

A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,B, V, h)

とし、V は U の細分になっているとする。もし ϕ : B → Aが存在して

Vb ⊂ Uϕ(b)

及び
hba = gϕ(b)ϕ(a)|Vb∩Va

が成り立つとき*5、A ▷◁ Bが成り立つ。

証明. pba : Vb ∩ Ua → Gを pba = gϕ(b)a|Vb∩Ua
と定義し、pba : Ub ∩ Va → Gを qba = gbϕ(a)|Ub∩Va

と定義す
る。すると A ▷◁ Bがわかる。

この命題から X がパラコンパクトな時にその上の抽象束は局所有限な座標被覆を持つとしても一般性を失
わないことがわかる。さらに X がコンパクトな場合にはその上の抽象束は有限個の座標被覆から構成されて
いると仮定してもよい。また、X の開基 B を一つ固定して、X 上の束の座標被覆は B の元からなりったてい
るとしてもよい。
以下の定義などはちょっとしたおまけである。X 上の二つの添え字付き開被覆 U : A → O(X) と

V : B → O(X) について U ∗ V : A t B → O(X) を a ∈ A のときに U ∗ V (a) = U(a)、b ∈ B のときに
U ∗ V (b) = V (b)とていぎすればこれも X 上の添え字付き開被覆である。
以下の定義は束同値がどういうものかということかを教えてくれる。

命題 14. A = (X,G,A,U, g),B = (X,G,B, V, h)とする。このとき A ▷◁ Bは以下のことと同値である。X

上の G-抽象束 Cが存在して、
C = (X,G,A tB,U ∗ V, k)

であり k : A tB → OMP (X)は k|A2 = g かつ k|B2 = hを充たす。

証明. 定義から明らか。

3 抽象束の F -切断
3.1 切断片
定義 15 (切断片). {sα}α∈A sα : Uα → F が Aの切断片であるとは

sb(x) = gbasa(x)

を充たすときに言う。

*5 gϕ(b)ϕ(a)|Vb∩Va は Uϕ(b) ∩ Uϕ(a) 上の関数 gϕ(b)ϕ(a) を Vb ∩ Va に制限した関数という意味である。
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3.2 準同型から誘導される写像
二つの位相群 H,G間の連続準同型 ρ : G → H があるときに

ρ∗ : B(X,G) → B(X,H)

が以下のように誘導される。
A = (X,G,A,U, g)

としたとき
ρ∗(A) = (X,G,A,U, h)

である。ここで hは (a, b) ∈ A2 に対して

hba(x) = ρ(gba(x))

という写像 hba : Ub ∩ Ua → H を対応させる変換関数である。ρの準同型性と g がコサイクル条件を充たす
ことから hもコサイクル条件を充たすことがわかる。

3.3 構造群の縮約
H を位相群 Gの部分群とする。もちろん自然に H も位相群になる。ι : H → Gを包含写像とする。この
とき写像

ι : B(X,H) → B(X,G)

が誘導される。
G-抽象束 A ∈ B(X,G)の構造群が H に縮約されるとはあるB ∈ B(G,H)が存在して

A ▷◁ ι∗(B)

となることである。
抽象束の構造群が自明群 {∗}に縮約されることと、その抽象束が自明束と束同値になることは同値である。

3.4 自明束になるための条件
抽象束が自明束と束同値なとき、その抽象束は自明であるという。束が自明かどうかの判定が大事である。

系 16. A = (X,G,A,U, g) ∈ C (X,G)が自明であることと次のことは同値である。
各 a ∈ Aについて λa : Ua → Gが存在して

gba = λbλ
−1
a

が成り立つ。

系 17. A = (X,G,A,U, g) ∈ C (X,G)が自明であることと、AがB = (X,G, {∗}, {X}, g)となる束と同値
になることは同値である。
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4 抽象束の引き戻し
連続写像 f : X → Y から G-抽象束の引き戻し

f∗ : B(Y,G) → B(X,G)

が以下のように誘導される。*6
A = (Y,G,A,U, g)

としたとき
f∗(A) = (X,G,A, f∗U, f∗g)

を以下のように定義する。f∗ : A → OMP (X)は各 a ∈ Aについて f∗U(a) = f−1(Ua)で定義される X 上
の添え字付き開被覆である。変換関数 f∗g は (a, b) ∈ A2 に対して

(f∗g)ba = gba ◦ f

つまり x ∈ f−1(Ub) ∩ f−1(Ua)について

(f∗g)ba(x) = gba(f(x))

で定義される (f∗g)ba : f−1(Ub) ∩ f−1(Ua) → Gを対応させる変換関数である。引き戻しの反変函手性

命題 18.

4.1 抽象束同士の積

C (X,G)× C (X,H) → C (X,G×H)

A = (X,G,A,U, g), B = (X,G,B, V, h)

から新しい束 A×Bを
A×B = (X,G,A×B,U × V, k)

を以下のように定義する。U × V : A × B → O(X)は各 (a, b) ∈ A × B に対して U × V ((a, b)) = Ua ∩ Vb

で定義される添え字付き被覆である。k : (A×B)2 → OMP (X)は

k(c,d)(a,b) : (Uc ∩ Vd) ∩ (Ua ∩ Vb) → G; p(c,d)(a,b)(x) = (gca(x), hdb(x))

で定義される変換関数である。この束を A×Bと書くことにする。

*6 これは連続写像からコホモロジーに誘導される準同型と同じもののはずである。
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4.2 抽象束の例
このセクションでは具体的な空間と構造群に対して抽象束の同値類がどのくらいあるかというのをいくつか
決定する。即ち C (X,G)/▷◁の大きさを調べるということである。

補題 19. 区間のあれ

命題 20. 単位閉区間 I = [0, 1]と任意の位相群 Gについて、

card(C (I,G)/▷◁) = 1

つまり I 上の抽象束はすべて自明束である。

証明. Aを I 上の抽象束とする。この束の被覆は [a0, b0), (a1, b1), . . . , (an−1, bn−1), (an, bn]という形で、

a0 = 0, bn = 1, ai−1 < ai < bi−1 < bi

を充たすとしてよい。さて c1, c2, . . . cn、d0, d2 . . . dn−1 を

[ci, di−1] ⊂ (ai, bi−1)

となるようにとる。
A ▷◁ Bである。
s0 : [a0, b0) → Gを s0 ≡ 1

x ∈ (ai, bi) のとき（i = n のときは x ∈ (an, bn]）si(x) = gi,i−1(t(x))si−1|(ai,bi−1)(t(x)) と定義する。
(ci, di−1) 上では s(x) = gi,i−1(x)si−1(x) なので (ci, di−1) の上で sis

−1
i−1 = gi,i−1 なので B は自明である。

よって Aも自明である。

命題 21. 任意の A ∈ C (X,G)は添え字集合が二元である抽象束と束同値である。

命題 22. card(C (S1,Z/2Z)/▷◁) = 2

この命題は H1(S1,Z/2Z) ∼= Z/2Zと同じことである。

命題 23. 準同型 π : R× → Z/2Zから誘導される写像

[π∗] : C (X,R×)/▷◁→ C (X,Z/2Z)/▷◁

は全単射である。

命題 24. card(C (S1,R×)/▷◁) = 2

注意. C (S1,R×)/▷◁の二元のうち一つは自明束である。もう一つの元はいわゆるメビウスバンドルに対応す
る抽象束である。

注意. 恐らく定義から手計算で抽象束が分類できるのは S1 と I の二つが限界のように思う。
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5 (G,F )-抽象ファイバー束、または、F -ファイバーと Gコサイクル付き
開被覆

連続作用 G ↷ F があるとき A ∈ B(X,G)と F の組

(A, F )

を (G,F )-抽象ファイバー束、もしくは F -ファイバーと Gコサイクル付き開被覆と呼ぶ。X 上の (G,F )-抽
象束全体をF (X,G,F )で表す。
X 上のファイバー束の間の写像 Φ = {ϕa→b(Ua ∩ Vb)× F → F}(a,b)∈A×B が AからBへの束写像である
とは任意の (a, b, α, β) ∈ A×B ×A×B について

ϕα→β(x, u) = hβb(x)ϕa→b(x, gα,a(x)u)

を充たすときに言う。
連続写像 f : X → Y について、Φ = {ϕa→b(Ua ∩ f−1(Vb))× F → F}(a,b)∈A×B が f の上の AからB束
写像であるとは任意の (a, b, α, β) ∈ A×B ×A×B について

ϕα→β(x, u) = hβb(f(x))ϕa→b(x, gα,a(x)u)

(x, u) → (f(x), ϕa→b(x, u))

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAa

fα : Uα × F → Uα × F ; (x, u) 7→ (x, ϕα(x, u))

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

ファイバー束の間の写像（Homeo(F )にいい感じの位相が入っている場合。）

ϕα : Uα × F → F ; (x, u) 7→ ϕα(x).u

aaaaAaaAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAaa

定義 25. G束のバンドル写像としては、

ϕa→b(x, u) = Pab(x).u

Pab ∈ G.

6 束のホモトピー不変性
次の補題は基本的である。

補題 26. A = (X × [a, b), G,A, {X × [a, b)}, g), A = (X × (c, d], G,B, {X × (c, d]}, h), は自明束で
a < c < b < dとする。このとき C = (X × [a, d], G,A ∪B, {X × [a, b), X × (c, d], u})も自明である。

証明.
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定義 27 (numerable cover). 単位の分割が存在する被覆のこと。

事実 28. X を T4 空間とする。このとき以下は同値である。

(1) X はパラコンパクト
(2) X の任意の開被覆には σ 疎な局所有限開細分が存在する。

命題 29. X をパラコンパクトハウスドルフ空間とする。X × I 上の束は {Ui × I}i∈N という形の添え字付き
被覆を持つ抽象束と束同値である。

証明.

以下の定理は束のホモトピー同値性と呼ばれる定理である。

定理 30. P,Q : X → Y は P ' Qであるとする。このとき Y 上の任意の抽象束 Aに対して

P ∗(A) ▷◁ Q∗(A)

が成り立つ。

証明. (a, b).g = agb−1 と作用している G2 ↷ Gで、X × [0, 1]上の G2-抽象束の G-切断であって、

s(x, t) = s(x, 0)

を充たすものの存在が言えればよい。←ちょっと違う

系 31. 可縮なパラコンパクトハウスドルフ空間の上の抽象束は（Gに依らず）すべて自明束である。

7 GL(n,K)-抽象束─ “ベクトル束”─
この章では体 K上の線群の上の抽象束に関する構成を紹介する。GL(n,K)には係数体 Kに応じて適切に
位相が入っているとする。特に K = R,Cの場合が身近で分かりやすいと思う。以下では抽象束はすべて同じ
添え字付き開被覆 U : A → O(X)でサポートされているとする。

定義 32 (双対束). E ∈ C (X,GL(n,K))とし、

E = (X,G,A,U, g)

とする。このとき
(X,G,A,U, tg−1)

を (X,G,A,U, g)の双対束といい、E∗ で表す。

定義 33 (直和束). E ∈ C (X,GL(n,K)) と F ∈ C (X,GL(m,K)) に対し ρ : GL(n,K) × GL(m,K) →
GL(n+m,K)

ρ∗(E× F)

を Eと Fの直和束といい、
E⊕ F
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と書く。
n⊕

i=1

Ei

定義 34 (テンソル束). E ∈ C (X,GL(n,K))と F ∈ C (X,GL(m,K))に対し

(X,GL(nm.K), A, U, g ⊗ h)

で定義される束を Eと Fのテンソル束といい
E⊗ F

と書く。
n⊗

i=1

Ei

定義 35 (外積束). E ∈ C (X,GL(n,K))と F ∈ C (X,GL(m,K))に対し

(X,GL(nm.K), A, U, g ∧ h)

で定義される束を Eと Fの外積束といい
E ∧ F

と書く。
n∧

i=1

Ei

定義 36 (向き束). E ∈ C (X,GL(n,K))とし、

E = (X,G,A,U, g)

とする。このとき
(X,G,A,U, sgn det(g))

を E の向き束という。向き束は Z/2Z-束である。向き束が自明でであるとき、E は向き付け可能であると
いう。

Or(E)

GL(n,K)-抽象束は GL+(n,K)-束に縮約できるとき、向き付け可能であるという。

定義 37 (行列式束). E ∈ C (X,GL(n,K))とし、

E = (X,G,A,U, g)

とする。このとき
(X,G,A,U, det(g))

n∧
i=1

E =
n∧
E = E∧n

を (X,G,A,U, g)の行列式束という。det(E)で表す。ちなみに

det(E) ▷◁ det(E∗) ▷◁
n∧
E
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8 (G,F )-抽象ファイバー束、または、F -ファイバーと Gコサイクル付き
開被覆

連続作用 G ↷ F があるとき A ∈ B(X,G)と F の組

(A, F )

を (G,F )-抽象ファイバー束、もしくは F -ファイバーと Gコサイクル付き開被覆と呼ぶ。X 上の (G,F )-抽
象束全体をF (X,G,F )で表す。
X 上のファイバー束の間の写像 Φ = {ϕa→b(Ua ∩ Vb)× F → F}(a,b)∈A×B が AからBへの束写像である
とは任意の (a, b, α, β) ∈ A×B ×A×B について

ϕα→β(x, u) = hβb(x)ϕa→b(x, gα,a(x)u)

を充たすときに言う。
連続写像 f : X → Y について、Φ = {ϕa→b(Ua ∩ f−1(Vb))× F → F}(a,b)∈A×B が f の上の AからB束
写像であるとは任意の (a, b, α, β) ∈ A×B ×A×B について

ϕα→β(x, u) = hβb(f(x))ϕa→b(x, gα,a(x)u)

fα : Uα × F → Uα × F ; (x, u) 7→ (x, ϕα(x, u))

ファイバー束の間の写像（Homeo(F )にいい感じの位相が入っている場合。）

ϕα : Uα × F → F ; (x, u) 7→ ϕα(x).u

9 抽象束の空間的実現、ファイバー束
9.1 空間的ファイバー束
抽象的ファイバー束と空間的ファイバー束の同値性
ファイバー束が商空間という話。

9.2 ファイバー束の具体例
主に可微分多様体上の束について紹介する。

定義 38. 位相多様体M の Cr-級可微分構造とはほげ

例 39 (接束).
TM

Jba(x) = J(ϕb ◦ ϕ−1
a )(ϕa(x))
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例 40 (余接束).
(TM)∗

は
T ∗M

と書く慣習がある。

例 41 (高次の余接束).
k∧
T ∗M

例 42 (向き束). M の向き束 Or(M)とは
Or(TM)

で定義する。

例 43 (Z/2Z-束、即ち二重被覆). M が向き付け不可能な多様体の時に連結な向き付け可能多様体 N と写像
p : N → M が存在してこれらが Z/2Z-束であることを証明しよう。

例 44 (密度束). M の密度束とは (
n∧
T ∗M

)
⊗Or(M)

のことである。

例 45 (ジェット束).

10 細分束・細分関係
11 おまけ─ 0-コサイクル付き被覆─
可微分多様体の微分構造は 0-コサイクル付き開被覆、つまり 0-チェックコサイクルと考えることができ
る。しかしながらその「係数」が何であるか、そして何であるべきかはよくわからない。一説にはそれは擬群
(pseudo-group) であると云う。そしておそらく抽象束の係数も位相群 Gではなく Gを含むようなより大
きいものが「本来の束構造」の係数である気がする。実際ここまで述べてきた抽象束は（一般には非可換な）
層を係数として考えたほうが自然に思える。実際 Gに値を取る関数の層と、Gに値に取る局所定数層とでは、
そこから誘導される束がだいぶ違ったりするのでそいう違いが計れるので便利。しかしそうした（一般には非
可換な）層が一番良い係数なのかは判断しかねる。また 2-コサイクルに対応する位相空間上の構造物もあるら
しいがよくわからない。高次のコサイクルはなんかもうよく知らん。非可換コホモロジーとかいうものが関係
しているらしい。
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