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この文章では Baire spaceの基本的性質を紹介する．

1 基本事項
定義 1. 位相空間 X が Baireであるとは，X の稠密可算開集合族 {Ui}iıN について，そ
の共通部分 ∩

i∈N Ui が X の稠密部分集合になっているときにいう．

定義 2. X の部分集合 Aが疎であるとは，Int(Cl(A)) = Øとなることであある．

定義 3. X の部分集合 A が第一類集合であるとは，X の疎な集合列 {Zi} が存在して
A =

∪
i∈N Zi となることである．

定義 4. X の部分集合 A が第二類集合であるとは，A が第一類集合でないときにいう．
これは，任意の集合列 {Zi} に対して，A =

∪
i∈N Zi ならば，ある n ∈ N が存在して

Int(Cl(Zn)) ̸= Øとなることと同値である．

定義 5. X の部分集合 A が comeagerであるとはそれが第一類集合の補集合であること
である．これは稠密開集合の可算族 {Ui}i∈ω が存在して Aが共通部分 ∩

i∈ω Ui を含んで
いると言い換えてもいい．

補題 6. 閉集合もしくは開集合の境界は疎な集合である．

証明. A を閉集合とする．Bdry(A) は閉集合であり，Bdry(A) ⊂ A となることに注意
せよ．もし開集合 V が存在して，V ⊂ Bdry(A) ならば，V ⊂ Int(A) であり，これは
Bdry(A) ∩ Int(A) = Ø に反する．よって Bdry(A)は疎である．また，開集合 U の境界
Bdry(U)については，Bdry(U) = Bdry(X \ U)なので，上の場合に帰着する．
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命題 7. X が Baire空間であることと，X の任意の非空な開集合が第二類集合であるこ
とは同値である．

証明. X は第一類集合となる開集合が存在すると仮定し，X が Baireではないことを証明
する．U を X の第一類の開集合とする．U は第一類なので，ある疎な集合の列 {Zi} が
存在して，U =

∪
i∈N Zi とかける．さて，Oi = (X \Bdry(U))∩ (X \Cl(Zi)) と置くと，

X \Oi = Bdry(U)∪Cl(Zi)は疎な閉集合なので，Oi は稠密な開集合である．U =
∪

i Zi

なので，(
∩

i∈N Oi) ∩ U = Ø である．U は開集合なので，特に ∩
i Oi は稠密ではない．

つまり X は Baireではない．
逆に X の任意の非空な開集合が第二類と仮定する．X の稠密開集合の列 Ui を考える．

Zi = X \ Ui とすると，Zi は疎な閉集合である．X の任意の開集合 O をとると，これは
第二類なので，特に O ̸=

∪
i(Zi ∩ O) である．つまり，O \

∩
i Zi ̸= Ø ということなの

で，O ∩
∩

i Ui ̸= Øである．つまり，∩
i Ui は稠密なので X は Baireである．

命題 8. X を Baire 空間とする．このとき X の空でない開集合 U はそれ自体が Baire

空間である．

証明. U の開集合は X の開集合でもあることから従う．

命題 9. X を Baire 空間とする．このときX の稠密なGδ 集合 S はそれ自体が Baire 空
間である．

証明. S の可算個の稠密開集合 {Ui}i∈ω について Vi ∩ S = Ui となる X の開集合 Vi が
存在する．このとき Vi は X の稠密部分集合である．よって S ∩

∩
i∈ω Vi =

∩
i∈ω Ui は

X の可算個の稠密 Gδ 集合の共通部分なので X が Baire であることからこれは X の中
で稠密である．よって ∩

i∈ω Ui は S でも稠密であるから S が Baire空間であることがわ
かる．

2 被覆と Baire空間
X の被覆 U に対して

D(U) = {x ∈ X | U は xにおいて局所有限 }

と定義する．局所有限性の定義から，D(U)は開集合である．

定理 10 ([5]). X を位相空間とする．このとき以下は同値
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(1) X は Baire

(2) X の点有限被覆 U について D(U)は X において稠密
(3) X の点有限な可算被覆 U について D(U)は X において稠密

証明. [(1) =⇒ (2)の証明]

X の任意の非空な開集合 Oについて O ∩D(U) ̸= ∅を示せば良い．任意の n ∈ Nにつ
いて，

Fn = {x ∈ O | ord(x,U) ≤ n}

と定義する．各 Fn は閉集合である事を示そう．x ̸∈ Fn をとる．このとき ord(x,U) ≥
n + 1 なので，n + 1 個の U の元 U1, . . . , Un+1 が存在してこれらは全て x を含む．
P =

∩n+1
i=1 Ui とすると任意の y ∈ P について ord(y,U) ≥ n+ 1 なので y ̸∈ Fn である．

つまり P ⊂ X \ Fn であり x ∈ X \ Fn は任意であったから Fn は閉集合になる．さて
U は点有限被覆なので，O =

∪
n∈N Fn である．O は開集合であり，X が Baire である

ことから，ある n ∈ Nについて，Fn は内点を持つ．W =
∫
(Fn)としよう．次を満たす

y ∈ W をとる．ord(y,U) = max{ord(x,U), x ∈ W}. これは Fn の定義から可能である．
m = ord(x,U)として，U1, U2, . . . , Um ∈ U は y を含むとしよう．V = W ∩

∩m
i=1 Ui

と置く．m = ord(y,U) = max{ord(x,U), x ∈ W}. なので，V の元は U1, U2, . . . , Um以
外の U の元と交わらない．つまり，y ∈ D(U)である．y ∈ V ⊂ Oなので，O∩D(U) ̸= ∅
である．
[(1) =⇒ (2)の証明終わり]

[(2) =⇒ (3)の証明]

自明
[(2) =⇒ (3)の証明終わり]

[(3) =⇒ (1)の証明]

対偶を示す．X は Baireではないので，非空な開集合 U が存在して，可算個の疎な集
合Ki を用いて，U =

∪
i∈N Ki とかける．ここで，Ki ⊂ Ki+1 と仮定しても良い．

Ui = U \ Cl(Ki) と定義し，

U = {X} ∪ {Ui}i∈N

と定義する．U は点有限な可算開集合族である．ここでもし，U の部分集合であるよう
な開集合 O が U の有限個の元としか交わりを持たないとすると，十分大きい番号 N で
O ∩ UN = ∅となる．集合 UN の定義から，O ⊂ Cl(KN )となるが，KN は疎であるか

3



らこれは矛盾である．よって D(U) ∩ U = ∅. 特に D(U) は稠密ではない．
[(3) =⇒ (1)の証明終わり]

以上で定理の証明が終わる．

注意. 定理 10 は [1] からの引用であるが，[1] では Fn = {x ∈ O | ord(x,U) = n } と
して証明をしている．この場合は Fn が閉集合になるかどうかいまいち不明なので証明が
少々煩雑になると思われる．

3 Banach-Mazur gameと Baire空間
位相空間 X の開集合からなる部分集合族 P が π-基底であるとは，∅ ̸∈ A でありなお
かつ任意の空ではない開集合 O について V ∈ P が存在して V ⊂ O となることである．

定義 11 (Language of Banach-Mazur game). A を X の π-基底とする．n ∈ ω に対
して

↓n(A) = {(Ai)i∈n ∈ An | Ai+1 ⊂ Ai}

とする．つまりこの集合というのは A の元からなる要素 n 個の減少列全体の集合であ
る．Banach–Mazur game においては ↓n(A) の元というのは第 nターン目の盤面を表し
ていると考えられる．特に ↓0(A) = {∅} である．また，n ∈ ω + 1に対して

↓<n(A) =
∪
i∈n

↓i(A)

と定義する．
そして，n ∈ ω + 1に対して，

Sn(A) = {f ∈ Map(↓<n(A),A) | ∀h ∈ n ∀σ ∈ ↓h(A) f(σ) ⊂ σ(h− 1)}

と定義する．つまりSn(A) の元というのは ↓<n(A) のそれぞれに対して一様に何かしら
の Aの元を選ぶ操作のことである．そしてその選び方というのは σ ∈ ↓h(A)を拡張する
ように選ばれる，つまり f(σ) ⊂ σ(h− 1) を満たしていなければならない．
集合 Sω(A)の元を戦略と呼ぶ．
二つの戦略の対 (f, g)について，[f, g]i を以下のように定義する．i = 0のとき

[f, g]0 = f(∅).

とし，i > 0のときは以下のようにする．iが奇数のとき
[f, g]i = g([f, g]0, . . . , [f, g]i−1)
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で iが偶数の時
[f, g]i = f([f, g]0, . . . , [f, g]i−1)

と定義する．

定義 12 (Banach-Mazur Game). 今から位相的ゲームを定義するが，これは位相空間の
部分集合をプレイヤー αと β が交互に小さくなるように集合をとっていくある種の陣取
りゲームである．このとき一般的にプレイヤー α が勝つとはその集合列の共通部分が空
でないことで，プレイヤー β が勝つとは，その共通部分が空のときである．
BM(X,A, α) を X を盤，Aを駒とした α先行の Banach-Mazur gameという．
BM(X,A, β) を X を盤，Aを駒とした β 先行の Banach-Mazur gameという．
「プレイヤー α が BM(X,A, α) において必勝戦略を持つ」とは，

∃f ∈ Sω(A) ∀g ∈ Sω(A)
∩
i∈ω

[f, g]i ̸= ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー α が BM(X,A, β) において必勝戦略を持つ」とは，

∃g ∈ Sω(A) ∀f ∈ Sω(A)
∩
i∈ω

[f, g]i ̸= ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー β が BM(X,A, α) において必勝戦略を持つ」とは，

∃g ∈ Sω(A) ∀f ∈ Sω(A)
∩
i∈ω

[f, g]i = ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー β が BM(X,A, β) において必勝戦略を持つ」とは，

∃f ∈ Sω(A) ∀g ∈ Sω(A)
∩
i∈ω

[f, g]i = ∅

が成り立つことである．
必勝戦略を持つというのはとても強い条件である．というのも，何かしらの戦略，ある
いはアルゴリズムといってもいいが，それに従ってさえいれば相手がどのように行動しよ
うとも絶対勝てるというある意味で一様な戦略が存在するという事を意味する．
プレイヤー α が必勝戦略を持たないとは，プレイヤー β が αの戦略のそれぞれに対応
した勝利戦略を取れるということであるともいえる．逆もしかり．
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定義 13 (Banach-Mazur* Game). 位相空間 X の π 基底 A について

Mon(A) = {f ∈ Map(A,A) | ∀A ∈ A f(A) ⊂ A}

と定義する．このとき f ∈ Mon(A) に対して戦略 J(f) ∈ Sω(A) を第 n ターン盤面
σ ∈ ↓n(A) に対して J(f)(σ) = f(σ(n − 1)) と定義する．この J(f)は f から誘導され
る自然な戦略である．
このとき対 (f, g) ∈ Mon(A)2 について，[f, g]i を [J(f), J(g)]i として定義する．つま
り f と J(f)を自然に同一視して定義するということである．
Banach–Mazur gameにおいて戦略の取り方をMon(A) の元から誘導されるものだけ
に限定したゲームを Banach–Mazur* gameと呼ぶことにしよう．
BM⋆(X,A, α) を X を盤，Aを駒とした α先行の Banach-Mazur* gameという．
BM⋆(X,A, β) を X を盤，Aを駒とした β 先行の Banach-Mazur* gameという．
BMと BM∗ の違いは，BMが第 n手においてそれ以前の全ての情報を使うことができ
るのに対して，BM∗ は相手の直前の n− 1手の情報しか参照できないところである．
「プレイヤー αが BM⋆(X,A, α) において必勝戦略を持つ」とは，

∃f ∈ Mon(A) ∀g ∈ Mon(A)
∩
i∈ω

[f, g]i ̸= ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー αが BM⋆(X,A, β) において必勝戦略を持つ」とは，

∃g ∈ Mon(A) ∀f ∈ Mon(A)
∩
i∈ω

[f, g]i ̸= ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー β が BM⋆(X,A, α) において必勝戦略を持つ」とは，

∃g ∈ Mon(A) ∀f ∈ Mon(A)
∩
i∈ω

[f, g]i = ∅

が成り立つことである．
「プレイヤー β が BM⋆(X,A, β) において必勝戦略を持つ」とは，

∃f ∈ Mon(A) ∀g ∈ Mon(A)
∩
i∈ω

[f, g]i = ∅

が成り立つことである．
プレイヤー α が必勝戦略を持たないとは，プレイヤー β αの戦略それぞれに対応した
勝利戦略を持つともいえる．逆もしかり．
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定義 14. X を位相空間とし Aはその π-基底とする．そして f ∈ Sω(A) と n ∈ ω をと
る．このとき列 σ ∈ ↓n(A) が f -適合的であるとは τf,σ を

τf,σ(0) = f(∅)

と定義し，i ∈ {0, . . . , n}について

τf,σ(2i+ 1) = σ(i)

かつ
τf,σ(2i) = f(τf,σ(0), . . . , τf,σ(2i− 1))

と定義したとき，τf,σ ∈ ↓2n+1(A) となるときにいう．f 適合的な列全体を ACn
f (A) と

書くことにする．

次の補題が基本的である．

補題 15. X を位相空間とし Aはその π-基底とする．そして f ∈ Sω(A)を任意にとる．
以下のような族 {Fi}i∈ω が存在する．

(1) Fi は ACi
f (A) の部分集合である．

(2) 各 Fi の任意の異なる二元 σ と γ について σ(i)と γ(i) は互いに交わらない．
(3) 各 i ∈ ω と任意の σ ∈ Fi+1 について γ ∈ Fi が存在して σ|i = γ となる．
(4) 各 i ∈ ω について

Ui =
∪

{ f(τf,σ) | σ ∈ Fi }

と定義する．このとき Ui+1 は Ui の中で稠密である．

証明. 帰納的に構成する．F0 は条件 (1) と (2) を満たすような包含関係について極大
な族とする．i ∈ ω を固定し Fi がすでに構成されているとする．このとき Fi+1 を構
成しよう．Fi+1 は条件 (1)–(3) を満たすもののうち，包含関係について極大なものと
する．これは Zorn の補題から存在が示される．条件 (4) を確かめよう．もしも Ui+1

が Ui の中で稠密ではないとするとある空ではない開集合 O が存在して O ⊂ Ui と
O ∩Ui+1 = ∅ を満たす．Ui の定義と A が π-基底であることから Oを小さく取り直して
ある σ ∈ ACi

f (A) が存在して O ⊂ f(τf,σ) かつ O ∈ A を満たすと仮定しても良い．そ
して γ を γ = (σ(0), . . . , σ(i), O) とすると γ ∈ ACi+1

f (A) であり Fi+1 ⊔ {γ} は Fi+1 を
真部分集合として含み，(1)–(3) をすべて満たす．これは Fi+1 の極大性に矛盾するので
Ui+1 は Ui の中で稠密である．
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定理 16. X を位相空間とし，X の π-基底を一つ固定し Aとする．このとき以下は同値
である．

(1) X は Baire空間である．
(2) β は BM(X,A, β) において必勝戦略を持たない．
(3) β は BM⋆(X,A, β) において必勝戦略を持たない．

証明. 各々頑張って証明する．
[(1) =⇒ (2)]

プレイヤー β が必勝戦略を持たないことを示すために f ∈ Sω(A) を任意にとる．こ
れは β の戦略を任意に与えるということである．各 i ∈ ω について Uiは補題 15 に述べ
られているものとする．すると補題 15 から Ui は U0 の中で稠密であることがわかる．
X が Baire なので U0 も Baire になり，∩

i∈ω Ui は U0 のなかで稠密であることがわか
る．適当に x ∈

∩
i∈ω Ui をとる．すると各 i ∈ ω について σi ∈ ACi

f (A) が存在して
x ∈ f(τf,σ) である．ここで Ui の定義と補題 15 の条件 (3) から任意の k ≤ i について
σi(k) = σi+1(k) となる. よってこれらから無限列 Σ(0), . . . ,Σ(i), . . . が決定される．こ
の無限列を Σとかこう．g ∈ Sω(A) を以下のように定義する．σ ∈ ↓n(A) が τf,Σ|i の形
をしているならば

g(σ) = Σ(i+ 1)

と定義し，その他の場合には
g(σ) = σ(n− 1)

と定義すると g はちゃんと ↓<ω(A) から A への写像になっている．この時，[f, g]i を並
べた無限列はについて，

[f, g]2i+1 = Σ(i)

であるから
x ∈

∩
i∈ω

[f, g]i

である．つまりプレイヤー β は必勝戦略を持たない．
[(1) =⇒ (2)の証明終わり]

[(2) =⇒ (3)]

対偶を示そう．つまり β が BM⋆(X,A, β) で必勝戦略を持つならば BM(X,A, β) でも
必勝戦略を持つことを示す．
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β が BM⋆(X,A, β) で必勝戦略になる f ∈ Mon(A) を持つとする．このとき f から
J(f) ∈ Sω(A) が自然に誘導される．任意の g ∈ Sω(A) について，h ∈ Mon(A) を次の
ように定義する．G ∈ Aが G = [J(f), g]2i の形をしている時には

h(G) = [J(f), g]2i+1

その他の場合には h(G) = G と定義する．すると，任意の i ∈ ω について [J(f), g]i =

[f, h]i である．条件 (3)の否定から，∩
i∈ω

[f, h]i ̸= Ø

であるが，これは ∩
i∈ω

[J(f), g]i ̸= Ø

と同値なので，J(f)は BM(X,A, β) における β の必勝戦略になる．
[(2) =⇒ (3)の証明終わり]

[(3) =⇒ (1)]

対偶を示そう．X が Baireでないとする．このとき，X が Baireでないことから存在が
保証される第一類集合である開集合U ∈ Aをとる．今から βの戦略 f ∈ Sω(A)を定義す
る．f(∅) = U と定義する．U は疎集合 Ziを使って U =

∪
i∈ω Zi と表されているとする．

任意の σ ∈ ↓n(A)についてG = σ(n− 1)とおいて f(σ) ∈ Aを f(σ) ⊂ G \Cl(
∪

i≤n Zi)

となるようにとる．ここで各 Zi は疎であるため G \ Cl(
∪

i≤n Zi) ̸= ∅に注意しよう．す
ると，f はプレイヤー β の必勝戦略になる．
[(3) =⇒ (1)の証明終わり]

以上で証明が終わる．

定理 17. 位相空間 X について以下は同値である．

(1) X は Baire空間である．
(2) X のある π-基底 A について β は BM(X,A, β) において絶対勝利戦略を持た
ない．

(3) X のある π-基底 A について β は BM∗(X,A, β) において絶対勝利戦略を持た
ない．

証明. 定理 16において A として X の空でない開集合全体を取ればわかる．

定理 18. 位相空間 X について以下は同値である．
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(1) X は Baire空間である．
(2) X のある π-基底 A について β は BM(X,A, β) において絶対勝利戦略を持た
ない．

(3) X のある π-基底 A について β は BM∗(X,A, β) において絶対勝利戦略を持た
ない．

(4) X の任意の π-基底 A について β は BM(X,A, β) において絶対勝利戦略を持た
ない．

(5) X の任意の π-基底 Aについて β は BM∗(X,A, β)において絶対勝利戦略を持た
ない．

証明. 上の定理 16と 17から従う．

4 例
例 19 ([9][10]). [0, 1]上の実連続関数の全体に supノルムを入れた空間 C[0, 1]は Baire

空間になり，また C[0, 1]内の至る所微分不可能な連続関数全体は C[0, 1]内の comeager

集合になっている．このことから至るところ微分不可能な連続関数の存在が従う．

例 20. 実数の中のリウビル数全体の集合は稠密 Gδ 集合であることが知られている ([6]).

このことから超越数全体が実数の中で comeagerになっていることがわかる．
また，正規数全体の集合は第一類集合になっていることが知られている ([8])．ルベー
グ測度に関してほとんど全ての実数は正規数であることが知られているので，この集合は
零集合と第一類集合は似ているが，同じではないということの例になっている．
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