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この文書ではボレル空間同士の同型，確率空間同士の同型，そしてボレル集合同士の同
型定理を紹介する．
ポーランド空間が絶対 Gδ であることは証明なしで使う．
以下では ω0 = Z≥0 とし離散位相が入っているものとする．
Aと B を集合とするとき記号 AB で Aから B への写像全体の集合を表すとする．こ
の記法はMap(A,B)を省略していると考えるとわかりやすいと思う．Aの有限部分集合
S を用いて r : S → B と表される写像について Nr で f ∈ AB でなおかつ f |S = r とな
る元全体の集合を表すとする．このとき Nr 全体の集合系は B に離散位相を導入した場
合の AB の各点収束の位相を生成する．またこの位相は B に離散位相を入れて card(A)

個直積した直積位相と一致する．
記号 ω02 は ω0 から 2 = {0, 1}への写像全体を表す．この空間に直積位相 (写像として
みると各点収束の位相) を入れたものをカントール集合と呼ぶ．
記号 ω0ω0 は ω0 から ω0 への写像全体であり，そして直積位相が入っているとする．こ
の空間は Baire空間とか無理数の空間とか呼ぶ．
記号 <ω0ω0 で，ある n を使って s : n → ω0 と表すことのできる写像 s 全体を表す
とする．ここで n = {0, . . . , n − 1} である．またこのときこの n を |s| で表す．ここで
∅ ∈ ω02に注意せよ．そして s, t ∈ <ω0ω0 について記号 s ≤ tはある n ≤ |t|が存在して
t|n = sとなることを意味する．そして s ⊥ tはある i < min{|s|, |t|}について s(i) ̸= t(i)

を意味する．そして s ∈ <ω0ω0 と i ∈ に対して s ⌢ i は写像 s ⌢ i : n + 1 → ω0 で
s ⌢ i|n = s で s ⌢ i(n) = i となるものを表すとする．s : n → ω0 はその値を用いて
s(0) ⌢ s(1) ⌢ . . . ⌢ s(n− 1)と書かれることもあるのかも．
記号 ω02 で，ある nを使って s : n → 2と表すことのできる写像 s全体を表すとする．
ここで n = {0, . . . , n− 1}である．これは <ω0ω0 の部分集合である．
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1 ボレル空間のボレル同型
この節では非可算なポーランド空間はどれもこれも互いにボレル同型であることを証明
する．
位相空間 X の開集合から生成される σ-代数を X のボレル集合族と呼び，その元をボ
レル集合と呼ぶ．記号 B(X) という記号で X のボレル集合族を表す．写像 f : X → Y

がボレル写像であるとは任意の B ∈ B(Y ) に対して f−1(B) ∈ B(X) となることで
ある．また，写像 f : X → Y が余ボレル写像であるとは任意の A ∈ B(X) に対して
f(A) ∈ B(Y ) となることをいう．写像 f がボレルかつ余ボレルであるとき双ボレルで
あるという．双ボレルな単射を双ボレル埋め込みと呼ぶ．写像 f : X → Y は全単射でな
おかつ双ボレルであるときボレル同型写像であるといい，X と Y はボレル同型であると
いう．
集合 S に対して P(S) で S の冪集合，つまり S の部分集合全体を表すことにする．
この文書においては以下の定理を用いてボレル同型を構成する．

定理 1 (双ボレル埋め込みに関するベルンシュタインの定理). X と Y をポーランド空
間とし，f : X → Y と g : Y → X を双ボレルな単射写像とする．このときボレル同型
h : X → Y が存在する．

証明. 証明は通常のベルンシュタインの定理と全く同じである．それがどのようなもので
あったのか思い出そう．写像 Φ: P(X) → P(X) を Φ(A) = X \ g(Y \ f(A)) とする．こ
の Φには不動点，すなわち Φ(E) = E となる E ∈ P(X) が存在すること，そしてそれが
ボレル集合として選べることを示そう．各 n ∈ Z≥0 集合Wn を以下のように帰納的に構
成する．W0 = ∅ であり，一般にWn+1 = Φ(Wn)と定義する. そして E =

⋃
n∈Z≥0

Wn

と定義する．このとき f と gが共に単射であることから Φ(E) =
⋃

n∈Z≥0
Φ(Wn) = E と

なることがわかるので E は Φの不動点である．また f と g が共に双ボレルであることか
ら E は X のボレル集合であることに注意しよう．写像 Φの定義から

X \ g(Y \ f(E)) = E

つまり
g(Y \ f(E)) = X \ E

であり，
g−1(X \ E) = Y \ f(E)

2



である．よって写像 h : X → Y を

h(x) =

{
f(x) x ∈ E

g−1(x) x ̸∈ E.

でと定義するとこれは全単射になっている．また E がボレルで f と g が双ボレルなので
hも双ボレルであり，全単射なので hはボレル同型である．

1.1 可能な限り初等的な証明
この節ではボレル同型定理の可能な限り初等的な証明を与える．

定理 2. 位相的埋め込み t : ω02 → R が存在する．ω02はコンパクトなので，この埋め込
みには双ボレル埋め込みにもなっている．

証明. 写像 t : ω02 → Rを x = (xi)i∈Z≥0
∈ ω02 に対して

t(x) =
∞∑
i=0

xi

3i

と定義する．ω02 はコンパクトなので tが単射で連続であることを示せば位相的埋め込み
であることがわかる．まず単射性を見よう．異なる二つの元 x, y ∈ ω02をとる．そして n

を i ≤ nならば xi = yi で xn+1 ̸= yn+1 となるものとする．このとき

t(x)− t(y) =
∞∑

i=n+1

xi − yi
3i

である．xn+1 ̸= yn+1 なので |xi − yi| ≤ 1である．よって

|t(x)− t(y)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+1

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣xn+1 − yn+1

3n+1
+

∞∑
i=n+2

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣
≥ |xn+1 − yn+1|

3n+1
−

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+2

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣ ≥ 1

3n+1
−

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+2

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣
となる．ここで ∣∣∣∣∣

∞∑
i=n+2

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣
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を上から評価しよう．各 xi と yi は 0か 1のどちらかの値しか取らないので |xi − yi| ≤ 1

である．よって∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+2

xi − yi
3i

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

i=n+2

1

3i
≤ 3−n−2

1− 3−1
=

3

2
· 1

3n+2
=

1

2

1

3n+1

よって
|t(x)− t(y)| ≥ 1

3n+1
− 1

2
· 1

3n+1
=

1

2
· 1

3n+1
> 0.

よって t(x) ̸= t(y) となるから単射である．次に連続性を見よう．x ∈ ω02とし，n ∈ ω0

を任意にとる．そして y ∈ Nx|n とする．このとき

|t(x)− t(y)| ≤
∞∑

i=n+1

|xi − yi|
3i

≤
∞∑

i=n+1

1

3i
≤ 3

2

1

3n+1
=

1

2

1

3n+1

となる．任意の ϵに対して 3−n−1 ≤ 2ϵ となるように nをとれば tが連続になることがわ
かる．

定理 3. 双ボレル埋め込み s : (0, 1) → ω02 が存在する．

証明. x ∈ (0, 1)に対して s(x)を 0と 1の列で xの 2進数としての表示の係数を表すこ
とにする．ただし二通りの表し方がある場合には 1 が無限に現れるものを採用する．ま
ず f : ω02 → [0, 1] を x に対して∑∞

i=0 xi2
−i を対応させる関数とする．このとき f は

連続である．さらに f ◦ s = 1(0,1) である．よって s は単射である．写像 s が双ボレル
であることを示そう．ここで x が二進有理数なら f−1(x) は二点でありそうでないなら
ば f−1(x)は一点になる．このことから ω02の任意の閉集合 K について f(K)は閉集合
であり可算集合 P が存在して f−1(f(K)) = K ∪ P となる．よって f ◦ s = 1(0,1) から
f(K)を引き戻して s−1(f−1(f(K)) = f(K) を得る．よって s−1(K ∪ P ) = f(K) であ
る．写像 sは単射なので s−1(K) = s−1(K ∪ P ) \ s−1(P ) = f(K) \ s−1(P ) なので sは
ボレル写像である．さらに (0, 1) のコンパクト空間 L に対して可算集合 Q が存在して
s(L) = f−1(L) \Qとなる．よって sが余ボレルであることがわかる．以上のことから s

は双ボレルであることがわかる．
多分 σ コンパクトだとか双ボレルだとか適当な条件つけて，全射写像 f : X → Y が Y

の可算個の点除いたら f が単射で除いた可算個の各店について f による引き戻しがたか
だか可算だったら Y から X への双ボレル埋め込みが存在するというような定理があると
思う．おそらくこれは Kuratwski–Ryll-Nardzewski の選択子定理の雛形なのではないか
と思う．
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系 4. 二つの空間 Rと ω02 はボレル同型である．

証明. 定理 2と 3，そして定理 1からわかる．

定理 5. 双ボレル埋め込み s : ω02 → ω0ω0 が存在する．

証明. {0, 1}を ω0 に埋め込む写像から誘導される単射 s : ω02 → ω0ω0 が位相的埋め込み
になっている．ω02 はコンパクトなのでこの埋め込みは双ボレルでもある．

定理 6. 双ボレル埋め込み s : ω0ω0 → ω02 が存在する．

証明. ω02 は ω0×ω02 と同相なので ω0ω0 を ω0×ω02 に位相的に埋め込むことを考える．
x ∈ ω0ω0 に対して (fx(n, i)) を以下のように定義する．

fx(n, i) =

{
1 if n ≤ x(i);

0 x(i) < n.

そして F : ω0ω0 → ω02 を F (x) = (fx(n, i))(n,j)∈ω0×ω0
これは単射であり，連続でもあ

る．この写像が何なのか説明しよう．この写像 fx(n, i)は ω0 ×ω0 の第 i行に x(i)+ 1個
の 1を 0列目から連続して書き込んだ元であり，それ以降はずっと 0になっているもので
ある．
位相的埋め込みであることを示すために F (xm)が F (a)に収束したとしよう．k ∈ Z≥0

とし，mk = 1+max1≤i≤k ai と定義する．写像 r : [0,mk]×[1, k] → 2を r(n, i) = fa(n, i)

と定義し，Vk = Nr とする．この Vk はを F (a)の近傍であり，その元は [0,mk] × [1, k]

の範囲で F (a)の成分と一致しているようなもの全体である．このとき十分大きい番号 n

で，F (xm) ∈ Vk であり Vk と F の定義から xm と aの第 k 成分は一致しているので xm

と aが近いことがわかる．よって n → ∞のとき xm → aとなる．よって F は位相的埋
め込みである．これも少し説明しよう．F (a)はと F (xm)が Vk の意味で近ければ，fxm

は fa の第 i(≤ k)行の初めて 0が現れる列まで一致している．fxm
の定義からして，初め

て 0が現れる列まで一致していると，第 i列の 1の個数を数えて xm(i) = a(i)となるこ
とがわかるので xm と aは ω0ω0 の直積位相で近いということがわかる．
F が双ボレル埋め込みであることは ω0ω0 がポーランドであり，ゆえに絶対 Gδ である
ことからわかる．
ところで，無理数の空間の位相的特徴付けを知っていれば，ω02から可算稠密部分集合
を取り除くとそれは ω0ω0 に同相であることがわかる．

系 7. ω0ω0 と ω02 はボレル同型である．

5



証明. 定理 5, 6に定理 1 を適用するとわかる．
ω0ω0 から ω02への埋め込みは次の一般的な定理からもわかる．

定理 8 (“0次元ウリゾーンの距離化可能定理”). X を可分距離空間とし，なおかつ 0次
元，つまりクロープンな集合からなる開基をもつとする．このとき X は ω02に埋め込み
可能である．

証明. {Ui}を X のクロープンな集合からなる開基であるとする．そして fi を Ui の特製
関数とする．つまり x ∈ Ui のとき fi(x) = 1でそれ以外の時 fi(x) = 0とする．そして
F : Xω02 を F (x) = (fi(x))i∈ω0 とするとこれは位相的埋め込みになっている．

定理 9. 以下の空間はボレル同型である．

(1) 実数直線 R
(2) 単位閉区間 [0, 1]

(3) 単位開区間 (0, 1)

(4) 無理数の空間，あるいはベール空間 ω0ω0

(5) カントール集合 ω02

(6) ヒルベルト立方体 [0, 1]ℵ0

(7) なんかでかい空間 Rℵ0

証明. まず (0, 1) と [0, 1] は互いに互いを位相的に埋め込めるので，ボレル同型になる．
そして系 4から R, ω02がボレル同型であることがわかる．そして系 7から ω02と ω0ω0

がボレル同型でということがわかる．さらに R と (0, 1) が位相同型なので四つの空間
R, [0, 1], (0, 1), ω02, ω0ω0 は互いにボレル同型であることがわかる．ボレル同型写像
h : R → ω0ω0 をとり，H : Rℵ0 → (ω0ω0)

ℵ0 を H((xi)) = (h(xi))とするとこれはボレル
同型になる．よって Rℵ0 と (ω0ω0)

ℵ0 はボレル同型である．そして明らかに (ω0ω0)
ℵ0 と

ω0ω0 は位相同型なので，Rℵ0 と ω0ω0 はボレル同型である．[0, 1]ℵ0 と他の空間とのボレ
ル同型も同様に示せる．

今から定理 9の更なる拡張，つまり非可算なポーランド空間が全て同型であるというこ
とを証明を目指す．
位相空間が完全であるとは孤立点を持たないことである．

定理 10 (カントール・ベンディクソンの定理). 任意のポーランド空間X について，Qを
有限か可算集合になるような開近傍を持つ X の点全体とする．このとき Qは開集合でな
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おかつ可算集合になる．そして X \Q は完全集合になる．

証明. Q の各点 x について Vx を x の可算な開近傍とする．このとき Q =
⋃

x∈Vx
であ

る．この式から Qが開集合であることがわかる．今 X がポーランドであることから特に
可分であることがわかる．よってその部分空間である Qも可分である．ゆえに Qはリン
デレフである．なので {Vx}x∈Q から可算個の元を選んで Qを被覆するようにできる．各
Vx は可算集合なので Qは可算集合である．最後に X \ Q が完全集合であることを示そ
う．任意の点 x ∈ X \Q を取ると任意の xの開近傍 V について V ∩ (X \Q)は非可算な
ので xは孤立点ではない．よって X \Q は完全集合である．

定理 11. X を非可算なポーランド空間とする．このとき位相的埋め込み I : ω02 → X が
存在する．

証明. 定理 10 よりX を最初から完全集合であると仮定しても一般性を失わない．以下で
は X には完備な距離 d が備わっているとする．カントールツリー <ω02 によって添字づ
けられた族 {I(s)}s∈<ω02 で以下を満たすものを構成する．

(1) 各 I(s)は X の非可算集合で閉な完全集合
(2) s ≤ tならば I(s) ⊂ I(t);

(3) s = t ⌢ 0または s = t ⌢ 1ならば diam I(s) ≤ 1/2 diam I(t);

(4) 任意の s ∈ <ω02 について I(s ⌢ 0) ∩ I(s ⌢ 1) = ∅

今からこのような族を構成していく．まず ∅ ∈ <ω02 に対しては適当に a ∈ X をとって
I(∅) = B(a, 1) と定義する．次に s ∈ <ω02に対して I(s) が構成されたとして I(s ⌢ 0)

と I(s ⌢ 1) を構成する．今 I(s)は完全集合で非可算なので適当に二点 a, b ∈ I(s) と十
分小さい r ∈ (0, 2−100 diam I(s)) をとって I(s ⌢ 0) = B(a, r) I(s ⌢ 1) = B(a, r) と
すれば条件は満たされる．さて，今 s ∈ ω02とすると diam(I(x|n)) → 0 なので X の完
備性から⋂

n∈Zge0
I(xn) は一点集合となる．これを f(x) とし，写像 f : ω02 → X を考え

るとこれは連続で単射になっている．ω02はコンパクトなので f は位相的埋め込みになっ
ている．

定理 12 (“ウリゾーンの距離化可能定理”). X を可分な距離化可能空間とする．このとき
位相的埋め込み I : X → [0, 1]ℵ0 が存在する．さらに X がポーランドであるならば I は
双ボレル埋め込みでもある．

証明. 証明を思い出すと埋め込みはわかる．後半はポーランド空間が絶対 Gδ であること
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からわかる．

定理 13. 任意の二つの非可算なポーランド空間はボレル同型である．つまり任意のポー
ランド空間 X は ω02とも同型だし，Rとも同型である．

証明. 定理 12からX は [0, 1]ℵ0 に双ボレル埋め込みができる．定理 11から ω02をX に
位相的に埋め込めることができる．定理 9から ω02 と [0, 1]ℵ0 とボレル同型なので X は
ω02 とボレル同型である．

1.2 ジェネトポわかってる人向けの証明
このサブセクションでは定理 13 のジェネトポの知識をふんだんに用いる証明を紹介
する．

定理 14. 以下の空間はボレル同型である．

(1) カントール集合 ω02

(2) 無理数の空間 ω0ω0

(3) [0, 1]ℵ0

(4) 任意の非可算ポーランド空間 X

証明. カントール・ベンディクソンの定理 (定理 11のことを指している)から X にカン
トール集合 ω02 が埋め込める．またウリゾーンの距離化可能定理 (定理 12) より，X は
[0, 1]ℵ0 に埋め込める．よって定理 1を念頭に置くと ω02と [0, 1]ℵ0 がボレル同型である
ことを示せば良いが，ω02とこれの可算直積は同相なので結局 ω02と [0, 1]がボレル同型
であることを示せば良い．これを遂行するためにこの二つの空間が無理数の空間 ω0ω0 と
ボレル同型であることを示す．0次元ウリゾーンの距離化可能定理 (定理 8)より，ω0ω0は
ω02 に位相的に埋め込める．ω0ω0 はポーランドなのでこの埋め込みは双ボレル埋め込み
になっている．再びカントール・ベンディクソン (定理 11のことを指している)より ω0ω0

にはカントール集合 ω02 が位相的に埋め込めるので定理 1から ω02 と ω0ω0 はボレル同
型である．次に [0, 1] と ω0ω0 が同型であることを示そう．A を [0, 1] のなかの無理数全
体とし，B を [0, 1] のなかの有理数全体とする．このとき無理数の空間の位相的特徴づけ
(ジェネトポの知識)からAは ω0ω0と同型である．この同相写像を h : A → ω0ω0とする．
また ω0ω0 は可算離散空間を部分空間として含んでいるが，Aに適当に番号をつけてこの
ω0ω0 のなかの可算離散空間に移す写像を r : B → ω0ω0 とする．もちろん B が可算であ

8



ることから r は双ボレル埋め込みである．そして ω0ω0 の 2個の位相的直和が ω0ω0 であ
ることから以下のような単射写像 F : [0, 1] → ω0ω0 を構成できる．F は A上では位相的
埋め込みであり，A上では ω0ω0 の可算離散空間に写像する．さらに F (A) ∩ F (B)∅であ
る．具体的には f : [0, 1] → {0} × ω0ω0 ⊔ {1} × ω0ω0 を x ∈ Aのとき f(x) = (0, h(x))

で x ∈ B のとき f(x) = (1, r(x)) と定義して {0} × ω0ω0 ⊔ {1} × ω0ω0 と ω0ω0 の適当な
同相写像を合成してやれば F が得られる．この F は双ボレル埋め込みである．また Aと
ω0ω0 が同相なので ω0ω0 は [0, 1]に位相的に埋め込めて Aは Gδ なので (というかポーラ
ンドなので絶対 Gδ である) この埋め込みは双ボレルでもある．よって定理 1 から [0, 1]

と ω0ω0 はボレル同型である．以上で証明が終了する．

注意. 以下の事実に注意しよう．

(1) 位相空間X が ω02に同相であることはX がコンパクトで距離化可能で，なおかつ
孤立点を持たないということと同値である．

(2) 位相空間 X が ω0ω0 と同相であることは X は孤立点を持たず可分で距離化可能
で，そして X の任意のコンパクト部分集合が内点を持たないことと同値である．

上で述べたボレル同型定理はいわば，ポーランド空間の中の非可算な Gδ 集合はどれも
ボレル同型ということを証明している．実は一般に濃度が等しいポーランド空間の中のボ
レル集合は Gδ 全てボレル同型である．このことはセクション 3 で証明する．このセク
ションの次に直ちにセクション 3 の内容をやってもいいのだが，初頭的な知識だけでここ
までできるというものをお見せしたいのでこういう構成にしている．

2 確率空間の同型定理
この節では非可算なポーランド空間に乗っかってる確率ボレル測度空間は同型を除いて
一意的に定まってしまうことを証明する．
ポーランド空間 X 上のボレル測度 µ の台 suppµ とは包含関係について最大な開か
つ零集合の補集合のことである．そのような最大な開集合が一意的に存在することは X

が (遺伝的) リンデレフであることから従う．また，suppµ は閉集合であることに注意
しよう．suppµ = X のとき，µ はフルサポートであるという．一般の距離空間 X とそ
の上の確率ボレル測度 µ に関して極大な開零集合が取れることは可測基数の非存在性と
まあ大体おおよそ同値であるようだ．詳しくは [12] を参照のこと．このことから X が
可分と仮定した方が集合論的困難を考えずに済みそうだ．ただし [12] を読めばわかるが
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seprability が ℵ1 ぐらいだったら極大な開零集合の存在は言えるようである (距離空間の
パラコンパクト性を使ったりする)．これは ℵ1 が可測基数ではないという観察に基づいて
いるようである．
以下では零集合といったら測度がゼロでなおかつボレルなものを指す．

補題 15. X をポーランド空間とし，µ をその上の確率測度とする．このとき任意の
ボレル集合 A と任意の ϵ ∈ (0,∞) に対してコンパクト集合 K が存在して K ⊂ A と
µ(A \K) < ϵ が成り立つ．

証明. [6]かもしくは [5, 命題 11]を参照のこと．

(位相空間に乗っかってるとは限らない) 測度空間 (X,µ)のアトム Aとは，次の条件を
満たす可測集合のことを言う．µ(A) > 0でなおかつ任意の可測集合 B ⊂ Aは µ(B) = 0

かもしくは µ(B) = µ(A) である．一般にアトムは，極小でも一点集合とは限らないが
(counting measureとか)(そもそも一般には一点集合が可測とは限らない)，ポーランド空
間上の確率ボレル測度だと一点集合として選びなおせる．

補題 16. X をポーランド空間とし，µ をその上の確率ボレル測度とする．そしてボレル
集合 Aを µのアトムとする．このとき点 a ∈ A が存在して µ(a) = µ(A) となる．

証明. ポーランド空間の上の完備距離を一つ適当に固定する．ポーランド空間の上のボ
レル測度は（コンパクト集合を使う方の意味で）内部正則であるため (補題 15) コンパ
クト集合 K が存在して K ⊂ A であり µ(K) > 0 を満たす．このとき A がアトムなの
で µ(A) = µ(K) となる．帰納的に次のようなコンパクト集合の列 {Ki}i∈Z≥0

を構成で
きる．

(1) K0 = K

(2) Ki+1 ⊂ Ki かつ µ(Ki) = µ(Ki+1)

(3) diamKi+1 ≤ 1/2 diamKi

コンパクト性を使うと構成できます．このとき ⋂
Ki は一点集合 {a} になるが有限測度

の収束公式から µ(a) = limµ(Ki) = µ(A) なので aが求めるものである．

ポーランド空間 X 上の確率ボレル測度 µ が連続であるとは任意の x ∈ X に対して
µ({x}) = 0 となるときにいう．

補題 17. ポーランド空間上の確率ボレル測度 µ は連続なボレル測度 θ と高々可算個の重
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み付きディラック測度の和でかける．

証明. P = { a ∈ X | µ({a}) > 0 } とすれば µが有限測度だから P は可算集合になるの
で証明はいける．

測度空間 (X,µ)と可測空間と Y，そして可測写像 f : X → Y に対して f∗µという記
号で以下のように定義される Y 上の測度を表すことにする．f#µ(A) = µ(f−1(A)). こ
の測度を f による µの押し出し測度と呼ぶ．

補題 18. (X,µ) を非可算なポーランド空間上の連続な確率ボレル測度空間とする．ボレ
ル同型 f : X → ω02 が存在して f#µ は連続になる．

証明. ボレル同型 f : X → ω02 が存在するのでこれを押し出せば良い．

補題 19. θ を ω02上の連続確率ボレル測度とする．このとき ω02の零集合 Aとボレル同
型 f : ω02 \ A → [0, 1] が存在して f#θ は [0, 1]上の連続でフルサポートな確率ボレル測
度となる．

証明. K = supp θ とする．このとき θ が連続測度であることから K には孤立点が存在
しない．そして ω02の閉集合なのでK は距離化可能なコンパクト空間である．よってK

はカントール集合と同相である．ゆえに補題は θがフルサポートの場合のみ証明すれば良
いので以下ではそのように仮定する．f をカントール集合の元を二進実数として解釈する
写像とする．そして N を十分大きい番号ではずっと 0が続く ω02の元全体とすると f は
ω02 \N と [0, 1]の間のボレル同型となる．また，f は連続であることに注意しよう．確
率測度 f#θ が連続でフルサポートであることを示そう．まず f が単射なので一点を f で
引き戻したものは一点になる．よって θ の連続性から f#θ も連続になる．また [0, 1] の
開集合 U を取ると，f の連続性から f−1(U)は ω02 \N の開集合になる．測度 θ はフル
サポートなので f−1(U) は θ に関して正の測度を持つ．よって f#θ はフルサポートであ
る．

記号 λは [0, 1]上のルベーグ測度を表すものとする．

補題 20. θ を [0, 1] 上のフルサポートな連続確率測度とする．このときボレル同型
g : [0, 1] → [0, 1] が存在して g#θ = λ となる．

証明. F : [0, 1] → [0, 1] を F (t) = θ([0, t]) とするとこれは連続な単調増加関数になる．
今 θ がフルサポートなのでこれは狭義単調増加関数になるので F は同相写像になる．
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f = F−1 とおく．今から f#λ = θ となることを示そう．半区間 (a, b]を考える．このと
き f−1((a, b]) = (F (a), F (b)] なので

f#λ((a, b]) = λ(f−1((a, b])) = λ((F (a), F (b)]) = F (b)− F (a) = θ((a, b])

が成り立つ．ゆえに f#λ = θ である．よって g = F とおけば g は f の逆写像になるの
で g#θ = λとなる．

定理 21. X を非可算なポーランド空間とし，µ をその上の連続確率ボレル測度とする．
このときある (X,µ)の零集合 A と ([0, 1], λ)とボレル同型 f : X \A → [0, 1] が存在して
f#µ = λ である．

証明. 補題 18 よりボレル同型 r : X → ω02 によって押し出された測度 r#µ は ω02 上
の連続測度である．β = r#µ とおく．補題 19 から (ω02, β) の零集合 Z とボレル同型
w : ω02 \ Z → [0, 1] が存在して w#β は [0, 1]上でフルサポートになる. 今 β = r#µなの
で r−1(Z) は (X,µ)の零集合であることに注意しよう．ここで γ = β とおく．そして補
題 20からボレル同型 q : [0, 1] → [0, 1] が存在して q#γ = λ となる．よって A = r−1(Z)

で f = q ◦ w ◦ r とすれば，f : X \A → [0, 1]はボレル同型だし，f#µ = λとなる．

単位閉区間 [0, 1] 上の確率ボレル測度 ν が標準測度であるとは，たかだか可算個の
点 {pi}i∈S と非負の重み c と {bi}i∈S が存在して ν = c · λ +

∑
i∈S bi · δpi

とかける
時にいう，ここで δp は点 p に台を持つディラック測度のことである．もちろんここで
c+

∑
i∈S bi = 1である．

定理 22. X を非可算なポーランド空間とし，µをその上の確率測度とする．このときあ
る (X,µ)の零集合 Aとある標準測度 ν と ([0, 1], ν) ボレル同型 f : X \ A → [0, 1] が存
在して f#µ = ν である．

証明. 上で述べたことを組み合わせるとわかる．補題 17 から µ は連続な測度 θ と可算
このディラック測度の重み付きの和で書くことができる．そのディラック測度の和の台
を P = {pi}i∈ω0

として Y = X \ P とするとこれはポーランド空間 X の Gδ 集合にな
るのでポーランド空間である．今 c = θ(X) として β = 1

c θ という測度を考えるとこれ
は Y 上の連続確率ボレル測度になっている．よって定理 21 より (Y, β) 零集合 E とボ
レル同型 g : Y \ E → [0, 1] が存在して g#β = λ となる．つまり g#θ = cλ となる．今
[0, 1]の濃度が P と同じ集合 Qをとる．F = g−1(Q)とすると g は依然としてボレル同
型 g : X \ (E ∪ F ) → [0, 1] \ Q を与えている．そして適当に全単射 h : P → Qをとり，
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ディラック測度の重み付き和 γ = µ− θ を hで押し出した測度を ρとし，ν = cλ+ ρと
定義するとこれは標準測度である．また写像 f : X \ (E ∪ F ) → [0, 1] を

f(x) =

{
g(x) x ∈ Y \ (E ∪ F );

h(x) x ∈ P

と定義すれば f#(µ) = ν となっている．

注意. この文章の定理 22 の証明のいいところは補題 19 において測度のサポートを考え
てそれがカントール集合であることを用いる点である．

定理 22の系として次の同型定理を得る．

定理 23. (X,µ)と (Y, θ) を二つの非可算ポーランド空間の上の確率空間とする．そして
µと θ は連続的とする．このとき (X,µ) と (Y, ν)は零集合を除いて同型である．

3 ボレル集合のボレル同型
この節ではポーランド空間のボレル集合は濃度が等しければ全部同型であることを証明
する．この定理の証明のためには，ポーランド空間の間のボレル単射は実は余ボレルにな
ることを用いる．これからはポーランド集合の間の写像の質について調べる．
まずはボレル集合族と完全加法族に関する以下の命題から始める．

命題 24. X をポーランド空間とする．Mは X 部分集合族であって，交わらない可算部
分集合族の和集合はMに属し，可算部分集合族の共通部分はMに属するとする．この
とき以下が成り立つ．

(1) D = {A ∈ M | X \ A ∈ M }とすると，この族の交わらない可算部分集合族の和
集合は Dに属し，可算部分集合族の共通部分は Dに属するとする．

(2) MがX の開集合を含んでいるとする．このときDは完全加法族であり，B(X) ⊂
Dである．特にB(X) ⊂ M である．

証明. [(1)の証明]

まず D が可算部分集合族の共通部分族で閉じていることを証明する．{Ai}i∈ω0
を

D の可算個の集合とする．すると Ai ∈ M でもあるし X \ Ai ∈ M でもある．そ
して B0 = X \ A0, B1 = (X \ A1) ∩ A0, . . .Bi = (X \ Ai) ∩

⋂i−1
k=0 Ak, . . . , と定

義する．これらは互いに素である．各 i ∈ ω0 について Bi ∈ M である．このとき
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X \
(⋂

i∈ω0
Ai

)
=

∐
i∈ω0

Bi であり，
∐

i∈ω0
Bi ∈ M である．よって ⋂

i∈ω0
Ai ∈ D で

ある．
次に Dが互いに素な可算集合族の和集合が Dに属することを証明する．{Ai}i∈ω0 を

D の互いに交わらない可算部分集合族とする．このとき X \ Ai ∈ M なので仮定から⋂
i∈ω0

(X \ Ai) ∈ M である．そして X \
(∐

i∈ω0
Ai

)
=

⋂
i∈ω0

(X \ Ai) なのでよって∐
i∈ω0

Ai ∈ D である．
[(1)の証明終わり]

[(2)の証明]

最初にDが完全加法族になっていることを示そう．A ∈ Dとする．このときX \ (X \
A) = A ∈ M なので X \ A ∈ D である．よって D は完全加法族になっている．次に
B(X) が D の部分集合であることを示す．X の閉集合は全て Gδ 集合なので仮定から
Mは X の全ての閉集合を含む．よってMは X の全ての開集合と閉集合を含んでいる．
よって Dもそうである．以上のことからM ∩D は X の全ての開集合を含み，そして完
全加法族になっている．よってB(X) ⊂ D である．また以上のことからB(X) ⊂ M で
ある．
[(2)の証明の終わり]

以上で証明が終わる．

命題 25. X をポーランド空間とする．このとき任意のボレル集合 Aに対してポーランド
空間 Z と連続全単射 f : Z → Aが存在する．

証明. Eを X の部分集合であってポーランド空間からの連続全単射が存在するもの全体
とする．今から EがX のボレル集合を全て含んでいることを証明する．そのために Eが
命題 24の仮定を満たすことを証明する．
まず X の任意の開集合はそれ自身ポーランド空間なので E は X の開集合を全て含ん
でいる．
次に Eの互いに素な可算集合族 {Ai}i∈ω0 を考える．このとき

∐
i Ai ∈ E を示そう．

各 i ∈ ω0 についてポーランド空間 Zi と連続全単射 fi : Zi → Ai をとる．そして写像

F :
∐
∈ω0

Zi →
∐
i∈ω0

Ai

を x ∈ Zi のとき F (x) = fi(x) と定義するとこれは連続全単射になる．また直和空間∐
i∈ω0

Zi もポーランド空間である．よって {Ai}i∈ω0
である．

今から Eの可算部分集合族 {Ai}i∈ω0
について考える．各 i ∈ ω0 に対してポーランド
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Zi と連続全単射 fi : Zi → Ai をとる．そして写像

F :
∏
i∈ω0

Zi → Xω0

を F (x) = (fi(xi))i∈ω0 と定義する．さて対角線集合

D = { (xi)i∈ω0
| 任意の i, j ∈ ω0 について xi = xj }

はXω0 の閉集合である．F は連続写像なので集合 A = F−1(D)は∏
i∈ω0

Zi の閉集合な
ので Aはポーランド空間である．そして写像 g : A → X を g(x) = f0(x0)とすると g は
連続である．すると g(A) は ⋂

i∈ω0
Ai に一致するので

⋂
i∈ω0

Ai ∈ E である．よって E

はX の全てのボレル集合族を含む．よってX のボレル集合はポーランド空間の連続全単
射の像になる．

定義 26 (ルジンスキーム). <ω0ω0 によって添字づけられた集合 X の部分集合族
{As}s∈ω0ω0 がルジンスキームであるとは以下の条件を満たすときにいう．

(1) s ≤ tならば At ⊂ As;

(2) s ⊥ tならば As ∩At = ∅.

命題 27. 任意のポーランド空間X に対して ω0ω0 の閉集合 Aと連続全単射写像 f : A →
X が存在する．

証明. 適当にX と同じ位相を生成する距離関数 d で diam(X) ≤ 1となるものをとる．X

のルジンスキーム {Fs}s∈ω0ω0
であって以下の条件を満たすものを構成する．

(1) F∅ = X;

(2) 各 Fs は X の Fσ 集合である;

(3) s ≤ tに対して CL(Ft) ⊂ Fs が成り立つ;

(4) 各 s ∈ <ω0ω0 に対して diamFx|n ≤ 2−|s| である;

(5) 各 s ∈ <ω0ω0 に対して Fs =
⋃

i∈ω0
Fs⌢i が成り立つ;

(6) s ⊥ t ならば Fs ∩ Ft = ∅;

s ∈ <ω0ω0 の長さ |s| に関する再帰を以て上で述べた族を構成する．今 |s| ≤ n となる
s ∈ <ω0ω0 については Fs が構成されたとし，diam(Fs) ≤ 2−|s| となっているとする．こ
のとき各 i ∈ <ω0ω0 について Fs∗i を以下のように定義する．今 Fs は Fσ 集合なので可算
個の閉集合 Ci が存在して Fs =

⋃
i∈ω0

Ci となる．r = 2−100(diam(Fs) + 2−|s|)と置く
(r = 2−100 diam(Fs)と定義したいところだが，これが 0になる可能性もあるのでこのよ
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うに定義している)．X は可分なので可算個の点 pi が存在して Fs ⊂
⋃

i∈ω0
B(pi, r)とな

る．族 {Ci∩B(pj , r)}(i,j)∈ω2
0
を適当に番号を付け直して {Hi}i∈ω0

とする．各Hiは閉集
合であり，diam(Hi) ≤ 4−1(diam(Fs) + 2−|s|) ≤ 2−|s|−1 で Fs =

⋃
i∈ω0

Hi となる．そ
して各 i ∈ ω0 に対して Fs⌢i を Fs⌢i = Hi \Hi−1 と定義する．ここで H−1 = ∅と定義
している．このとき Fs∗iは Fσ であり，求められていた条件を満たす．ここで，ω0ω0の集
合 Aを以下の条件を満たす x全体の集合とする．任意の n ∈ ω0 について Fx|n ̸= ∅とな
る．今から Aが閉集合であることを証明しよう．x ̸∈ Aをとる．このときある n ∈ ω0 が
存在して Fx|n = ∅となる．そして任意の y ∈ Nx|n をとると y|n = x|n なので Fy|n = ∅
であるから y ̸∈ A である．よって Aは閉集合である．条件 (3)と (4)から各点 x ∈ Aに
ついて⋂

i∈ω0
Fx|n =

⋂
i∈ω0

CL(Fx|n)であり，この集合は空集合ではなく，一点のみから
なる．そしてその一点を f(x)と書くことにする．今からこの写像 f : A → X が連続全単
射であることを証明しよう．条件 (6) から f の単射性がわかる．条件 (5) から f の全射
性がわかる．連続性を示そう．まず

f−1(Fs) = A ∩Ns(1)

となる．任意に X の開集合 U について条件 (5)から U は適当な I ⊂ <ω0ω0 が存在して
U =

⋃
s∈I Fs となるので f−1(U) =

⋃
s∈I f

−1(Fs)である．式 (1)から各 f−1(Fs) は A

の開集合であるので，f は連続である．

系 28. 任意のポーランド空間 X に対して全射連続写像 f : ω0ω0 → X が存在する．

証明. ω0ω0 の任意の閉集合は全体空間のレトラクトになるので定理は正しい．

注意. というか一般的に超距離空間の空でない閉集合は全体空間のレトラクトになって
いる．

命題 29. X をポーランド空間とする．以下が成り立つ．

(1) Aを X のボレル集合とすると ω0ω0 の閉集合 E と連続全単射 f : E → A が存在
する．

(2) Aを X のボレル集合とすると連続全射 f : ω0ω0 → A が存在する．

証明. 命題 25, 27と系 28 からわかる．

注意. 定理 11 と命題 29 からポーランド空間の非可算なボレル集合はカントール集合を
部分空間として含むことがわかり，このことからさらに連続体濃度をもつことがわかる．
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ポーランド空間の部分集合が解析集合であるとはそれがポーランド空間の連続像になる
時にいう．
ポーランド空間の部分集合 A と B がボレル分離可能であるとはあるボレル集合 C が
存在して A ⊂ C で C ∩B = ∅ となるときにいう．

命題 30. X をポーランド空間とし，可算部分集合族 {Ai}i∈ω0
と {B}i∈ω0

は各 n,m ∈ ω0

について An と Bm はボレル分離可能であるとする．このとき
⋃

i∈ω0
Ai と

⋃
i∈ω0

Bi は
ボレル分離可能である．

証明. 各 n,mについてボレル集合 Cn,m が存在して An ⊂ Cn,m かつ Cn,m ∩Bm = ∅ と
なる．今Dn =

⋂
m∈ω0

Cn,m とする．このとき任意のm ∈ ω0 についてDn ∩Bm = ∅で
ある．そして E =

⋃
n∈ω0

Dn とすると
⋃

i∈ω0
Ai ⊂ E である．よって E はボレル集合で

あり，⋃
i∈ω0

Ai と
⋃

i∈ω0
Bi はボレル分離可能である．

注意. 命題 30 の証明は正則リンデレフ空間が正規であることの証明とパラレルである．
ボレル集合の理論のいいところは開集合性だとか閉集合性だとかを崩すような操作も許容
される点である．

定理 31 (分離定理). X をポーランド空間とし，A, B を交わらない二つの解析集合とす
る．このときボレル集合 C が存在して A ⊂ C と C ∩B = ∅ を満たす．

証明. 背理法による．今 A と B はボレル分離可能ではないと仮定する．連続全射
f : ω0ω0 → A と g : ω0ω0 → B をとる．各 s ∈ <ω0ω0 について As = f(Ns) かつ
Bs = g(Ns) と定義する．このとき以下のような x, y ∈ ω0ω0 を構成する．

(1) 任意の n ∈ ω0 は Ax|n と By|n はボレル分離可能ではない．

実際，命題 30 から集合 A =
⋃

i∈ω0
Ai と B =

⋃
i∈ω0

Bi は分離可能ではないのでと
いうことから，ある i, j が存在して Ai と Bj はボレル分離可能ではない．x0 = i かつ
y0 = j とすれば良い．帰納的に x と y が構成できる．よって f(x) ∈ A かつ g(y) ∈ B

である．X はもちろんハウスドルフなので U と V が存在して f(x) ∈ U , g(y) ∈ V か
つ U ∩ V = ∅ が成り立つ．よって f の連続性から十分大きい nをとると f(Nx|n) ⊂ U

で g(Ny|n) ⊂ V となる．ゆえに Ax|n と By|n はボレル分離可能である．これは矛盾であ
る．

注意. この分離定理から，ポーランド空間の解析かつ余解析であるような部分集合はボレ
ル集合になることがわかるが，この文書は教科書ではないので省略する．
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命題 32. X をポーランド空間とし，{Ai}i∈ω0
を互いに素な X の解析集合の族とする．

このとき互いに素な X のボレル集合の族 {Ci}i∈ω0
が存在して Ai ⊂ Ci を満たす．

証明. 定理 31 から異なる n,m ∈ ω0 についてボレル集合 En,m であって An ⊂ En,m

で En,m ∩ Am = ∅ となるものが存在する．このとき Rn =
⋂

m ̸=n En,m とするとこ
れはボレルであり An ⊂ Rn でなおかつ n ̸= m ならば Rn ∩ Am ̸= ∅ である．よって
Cn = Rn \

⋂
m ̸=n Rm とすると {Ci}i∈ω0ω0

が求めるものになっている．

補題 33. X をポーランド空間とする．このとき X に部分集合 S に関する以下の条件は
同値である．

(1) あるポーランド空間W とそのボレル集合 A そして連続写像 f : A → S であって
f(A) = S であり f は A上で単射であるようなものが存在する．

(2) あるポーランド空間W とそのボレル集合 A そしてボレル写像 f : A → S であっ
て f(A) = S であり f は A上で連続となるものが存在する．

証明. まず (1)から (2)は連続写像がボレルであることから従う．逆を示そう．今W ×X

の中の部分集合 G = { (s, t) ∈ W ×X | t = f(s), s ∈ A } を考える．写像 F : W ×X →
W × W を F (s, t) = (f(s), t) とする．このとき F はボレル写像である．また対角線
集合 D = { (a, a) | a ∈ W } は閉集合なので F−1(D) はボレル集合である．そして
G = F−1(G)なので Gはボレル集合である．第二成分への射影 p : W ×X → X は連続
であり，f が A上で単射なので pも G上では単射である．そして p(G) = f(X) = S な
ので補題は示された．

命題 34. X と Y をポーランド空間とする．そして f : X → Y はボレル写像であると
する．X のボレル集合 Aについて f が A上単射であるなら f(A) は Y のボレル集合に
なる．

証明. 補題 33 から f は連続であるとしても良い．また命題 29 から X = ω0ω0 かつ A

は ω0ω0 の閉集合としても良い．各 s ∈ <ω0ω0 について Bs = f(A ∩ Ns) とすると族
{Bs}s∈<ω0ω0

は解析集合からなるルジンスキームである．命題 32から，ボレル集合族か
らなるルジンスキーム {Cs}s∈<ω0ω0

であって C∅ = Y で Bs ⊂ Cs となるものが存在す
る．さらに木の深さに関する帰納法でボレル集合からなるルジンスキーム {Es}s∈<ω0ω0

を以下のように構成する．|s| = 0のときは

E∅ = Y
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とする．|s| = 1のときは
Ei = Ci ∩ CL(Bi)

とする．一般に |s| = nまで定義されたとき s ⌢ iについては

Es⌢i = Es ∩ Cs⌢i ∩ CL(Bs⌢i)

と定義する．これでルジンスキーム {Es}s∈<ω0ω0
が定義できた．これは Bs ⊂ Es を満た

すことに注意しよう．今から

f(A) =
⋂

k∈ω0

⋃
s∈<ω0ω0,|s|=k

Es

を証明する．この右辺の集合をW とする．まず f の単射性から

f(A) =
⋂

k∈ω0

⋃
s∈<ω0ω0,|s|=k

Bs

がわかり，Bs ⊂ Es なので f(A) ⊂ W となる．
逆の包含関係を示そう．任意の点 p ∈ W をとると，W の定義から <ω0ω0 内のある列

{sn}i∈ω0
であって任意の n ∈ ω0 について以下の条件を満たすものが存在する．

(1) |sn| = n;

(2) x ∈ Esn .

このとき sn ≤ sn+1 となることを示そう．もしも sn ≤ sn+1 ではないとするとある
m < n が存在して sn(m) ̸= sn+1(m) となる．ここで u = sn|m+1 で v = sn+1|m+1 と
定義しよう．このとき {Es}s∈<ω0ω0

がルジンスキームであることから，ルジンスキーム
の定義の最初の条件を使って p ∈ Eu かつ p ∈ Ev となることがわかる．そして二番目の
条件を用いると Eu ∩ Ev = ∅なのでこれは矛盾する．よって sn ≤ sn+1 である．以上の
ことから x ∈ ω0ω0 が (一意的に)存在して任意の k ∈ ω0 について p ∈ Ex|k が成り立つ．
このとき p ∈ CL(Bx|k)でもある．すると点列 A内の {yi}i∈ω0

が存在して以下を満たす．

(a) 任意の iについて yi ∈ Nx|k ∩A

(b) 任意の iについて d(f(yi), p) ≤ 2−i である

条件 (a)より i → ∞のとき yi → xとなる．よって x ∈ Aである．すると f の連続性と
条件 (b) から f(x) = pとなるので p ∈ f(A)である．つまり f(A) = W であるので定理
は証明された．
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注意. この命題 34 からボレル埋め込みの定義の余ボレルという条件は過剰であったこ
とがわかる．しかしもちろん，この定理はその過剰な仮定のもとでの理論で証明されて
いる．

定理 35. X と Y をポーランド空間とし，Aと B はそれぞれ X と Y のボレル集合とす
る．このとき Aと B の濃度が等しければ Aと B はボレル同型である．

証明. A と B が可算の場合はどの全単射もボレル同型になるから A と B の濃度が等し
く，その濃度が非可算の場合を調べれば良い．命題 29 から ω0ω0 の閉部分集合 S と T，
および連続全単射 f : S → A と g : T → B が存在する．命題 34 より f と g はボレル同
型でもあるので，S と T がボレル同型であることが示れば定理の証明は終わる．さて S

と T はそれ自体ポーランド空間で非可算なので定理 13よりボレル同型である．これで証
明が終わる.

定理 36. X を非可算なポーランド空間とし，µをその上の確率測度とする．このとき標
準測度 ν とボレル同型 f : X → [0, 1]が存在して f#µ = ν を満たす．

証明. µ が連続の場合に証明すれば良い．定理 22 より X の零集合 A とボレル同型
h : X \ A → [0, 1] が存在してがボレル同型で h#µ = λ となる．ここで [0, 1]の非可算な
零集合 T をとる．すると S = h−1(T )も非可算な零集合となる．よって h : X\(A∪S) →
[0, 1] \ (T )もボレル同型でなおかつ f#µ = λである．さて今，定理 35を使ってボレル同
型 g : A ∪ S → T をとる．そして f : X → [0, 1] を

f(x) =

{
h(x) x ∈ X \ (A ∪ S);

g(x) A ∪ S.

と定義すると F はボレル同型で f#µ = λである．

系として次を得る．

系 37. (X,µ)と (Y, θ) を二つの非可算ポーランド空間の上の確率空間とする．そして µ

と θ は連続的とする．このときボレル同型 f : X → Y が存在して f#µ = ν となる．

二点集合上の一様測度の可算直積測度はカントール集合 ω02 上の連続な確率測度とな
る．この測度を α で表そう．この確率空間は裏と表が平等なコインによる無限コイン投
げの空間としてとてもよく使われる．非可算なポーランド空間上の連続な確率ボレル測度
は全部 (ω02, α)に同型なのでこの世の (連続)確率測度はまあおおよそ大体無限コイン投
げと同じということである．
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4 注記:一般の距離空間の上のサポートについて
その昔バナッハが次のような問題, Measure Problemを考えたらしい．

問題. 次の条件を満たす集合 S は存在するか？ S の冪集合P(S)上で定義された (つまり
任意の部分集合が可測) 連続な確率測度 µ が存在する．これは S を離散空間とみなした
ときに，この空間の上の確率ボレル測度であって連続なものが存在するような S が存在
するかという問題と同等である．

この問題は S の濃度にしか依存しないので，上の条件を満たす基数は存在するかとい
う話になる．この問題に肯定的な解，つまり上の条件を満たす基数が存在すると，可測基
数という巨大な基数が存在するか，もしくは弱到達不能基数の存在が示せる．ちなみに可
測基数は到達不能基数になってこれも弱到達不能基数になるのでいずれにせよ弱到達不能
基数の存在がわかる．ちなみに弱到達不能基数が存在すると ZFC の (集合の) モデルが
存在することになるので，ゲーデルの第二不完全性定理から，公理系「ZFC+“Measure

Problem が肯定的に成り立つ”」が無矛盾であることは，もはや ZFCの無矛盾性を仮定
しても証明できないことになる．このような集合論の話の詳細は，webページだと [1]と
[2]や，成書だと [13]や [14]を参照されたい．
また，Measure Problemの解になっているような基数と確率測度については補題 15が
成り立たず，また補題 16も成り立たない．つまり一点集合ではないようなアトムが存在
し得るし，その場合 {0, 1}に値をとる連続測度をもつ基数が存在する．
まあそれはさておき，とにかく次のことが知られている．

命題 38. ω1 はMeasure Problemの解にはならない．

この命題の証明はいわゆるウラム行列を用いてなされる．証明は省略する．
測度のサポートについて次のことがなりたつ．

補題 39. X を距離化可能空間とし，µ を有限ボレル測度とする．このとき部分集合
SX,µ = {x ∈ X | xの任意の開近傍は正の測度を持つ } は可分である．

証明. X の距離を適当に dとして，SX,µ の 2−n ネットを Rn とする．Rn はネットなの
で互いに素な開集合の族 {Ux}x∈Rn

が取れる．このとき µ が有限測度であり，各 Ux は
正の測度を持つので Rn は高々可算でなければならない．よって

⋃
n∈ω0

Rn は SX,µ の可
算部分集合で稠密になる．よって SX,µ は可分である．
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上で定義した SX,µ をサポートと定義したいところだが，µ(SX,µ) = µ(X) となる保
証がないのである．ただし X の separability つまり X の稠密部分集合の最小濃度が
Measure Problem の解ではないならば SX,µ の補集合が零集合であることが示せる．実
際，E = X \ SX,µ は開集合であるような零集合で被覆できるが，E はパラコンパクトな
ので，その被覆の細分の可算族 {Vi}i∈ω0

であって，⋃i Vi が E の局所有限な細分で Vi が
疎であるようなものが存在する．各 Vi は互いに交わらない測度がゼロになる開集合から
なり，その濃度はX の separability以下である．もしも Vi の和集合が正の測度を持つな
らば µから誘導される Vi の濃度上の自然な測度はMeasure Problemの解になっている．
よって separability が Measure Problem の解ではないならば Vi の和集合は零集合であ
り，E も零集合になるので測度のサポートが定義できるのである．特に補題 39 から X

の separability が ℵ1 くらいだったらサポートがちゃんと定義できるというわけである．
[12]ではもっといろいろなことが議論されていると思う．
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