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1 終結式の話
この文章では共通因子を持つ多項式と終結式の関係を紹介する．その応用として固有値
が全て相異なる行列が行列の空間の中で稠密開集合になっていることを紹介する．系とし
て対角化可能な行列は行列の空間の中で第二類集合になっていることがわかる．
終結式の話については参考文献 [1]を大いに参考にした．また [2]には集結式のみなら
ず代数学の色々な事項がたくさん載っている．

補題 1. F を体とする．f, g を F上の定数ではない多項式とし，その次数はそれぞれ m,

n とする．このとき f と g が定数ではない共通因子を持つための必要十分条件は多項式
u, v ∈ F[x]が存在して以下の三つの条件を満たすことである．

1. uと v は共に 0ではない．
2. deg(u) ≤ n− 1 かつ deg(v) ≤ m− 1 である．
3. u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0が成り立つ．

証明. まず f と g が定数ではない共通因子を持つと仮定する．つまりある定数ではない
多項式 a, b, h ∈ F[x]が存在して f(x) = a(x)h(x)と g(x) = b(x)h(x) を満たす．このと
き h は定数ではないので少なくともその次数は 1 より大きいことに注意しよう．すると
deg(u) ≤ m − 1 かつ deg(v) ≤ n − 1 であり，a と b は 0 ではない．よって v = a で
u = −bと置くと

u(x)f(x) + v(x)g(x) = b(x)a(x)h(x)− a(x)b(x)h(x) = 0

となるのでこの u, v は補題の条件を満たす．
今度は逆に補題の条件にあるような多項式 u, v ∈ F[x] が存在すると仮定する．この
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とき
u(x)f(x) = −v(x)g(x)

となる．もしも g の素因子が全て f を割り切らないとすると全て uを割り切ることにな
り，つまり g は uの因子になる．しかし deg(u) ≤ n− 1なのでこれはあり得ない．よっ
て f と g は共通因子を持つ．

定義 2. f, g ∈ F[x] をそれぞれ定数ではない多項式としその次数はそれぞれ m, n とす
る．そして

f(x) = amxm + · · ·+ a1x+ a0(1)

g(x) = bnx
n + · · ·+ b1x+ b0(2)

と表示されているとする．このとき f と g のシルベスター行列 Syl(f, g)とは以下で定義
されるm+ n次の正方行列である．

Syl(f, g) =
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また f と g の終結式 Res(f, g) とは Syl(f, g)の行列式のことである．つまり

Res(f, g) =
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である．同じことだが

Res(f, g) =
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でもある．
f を 2次以上の多項式とするとき，f と f の微分 f ′ の終結式 Res(f, f ′) のことを判別
式と呼ぶ．

命題 3. F を体とする．f, g を F 上の定数ではない多項式とし，その次数はそれぞれ
m, n とする．このとき f と g が定数ではない共通因子を持つための必要十分条件は
Res(f, g) = 0である．

証明.

f(x) = amxm + · · ·+ a1x+ a0(3)

g(x) = bnx
n + · · ·+ b1x+ b0(4)

と表示されているとする．
まず最初に f と gが共通因子を持っているとする．このとき補題 1より deg(u) ≤ n−1

と deg(v) ≤ m− 1 となる多項式で u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0 となるものが存在する．こ
こで

u(x) = rn−1x
n−1 + · · ·+ r1x+ r0(5)

v(x) = lm−1x
m−1 + · · ·+ l1x+ l0(6)

と表す．ここで rm−1 = 0の場合も含んでいることに注意しよう．u(x)f(x)+v(x)g(x) =

0の係数を考えると xk の係数は∑
i+j=k

airj +
∑

i+j=k

bilj = 0

3



である．これを連立方程式と見ると
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= 0

となる．ベクトル 
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はゼロベクトルではないので，行列 Syl(f, g)の固有値 0に対応する固有ベクトルになって
いる．特に Syl(f, g) は固有値 0を持つのでその行列式は 0になる．つまり Res(f, g) = 0

である．
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逆に Res(f, g) = 0だとすると固有値 0に対応する固有ベクトルを
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としてここから逆に多項式 u, v を定義してやると u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0となる．こ
こで，u, vのいずれかは 0ではないが，式 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 0から他方も 0ではな
いことがわかる．この式が成り立つので補題 1から f と g は共通因子を持つことがわか
る．

系 4. F を代数閉体とする．f, g を F上の定数ではない多項式とし，その次数はそれぞれ
m, nとする．このとき f と g が共通の根を持つための必要十分条件は Res(f, g) = 0で
ある．

系 5. F を代数閉体とする．f を F上の 2次以上の多項式とし，その次数はそれぞれm,

nとする．このとき f が重根を持つための必要十分条件は Res(f, f ′) = 0である．

2 応用
終結式の応用として互いに異なる固有値を持つ複素行列全体が複素行列の空間の中で稠
密開集合になることを示す．

定義 6. Fを体とする．このときM(n;F) を成分が Fに入っている n次正方行列の全体
とする．もしも F に位相が入っているならM(n,F)と Fn×n は自然に同一視できるので
M(n,F) に位相を導入することができる．

次の補題の証明は，例えば参考文献 [3]などを参照せよ．もしくはただ単に多変数の解
析関数の一致の定理からももちろん従う．
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定理 7 (多項式に関する一致の定理). p を n 変数の実係数多項式とする．もしも p の零
点全体の集合 Z が内点を持つならば pは恒等的に 0となる．つまり pが定数 0に等しく
ないならば p(x) ̸= 0となる x ∈ Rn 全体の集合は Rn のなかで稠密になる．

定理 8. DをM(n,C) の元で互いに異なる固有値を持つもの全体とする．このときDは
M(n,C)の稠密開集合である．

証明. 行列が D に属することはその行列の固有多項式が重根を持たないことと同値であ
ることに注意しよう．AをM(n,C)の元としたときにその固有多項式 fA を

fA(x) = xn + αn−1(A)xn−1 + · · ·+ α0(A)

と表すと，各 αi は特定の行列に依存しない，Aの成分を変数とする (n× n変数の)(普遍
的な)多項式となる．そして判別式 Res(fA, f

′
A) は fA の係数の多項式になるので，結局

Res(fA, f
′
A)は Aの成分を変数とする多項式になる．ところで 0ではない多項式の 0点は

内点を持たない閉集合になるので (定理 7)，Res(fA, f
′
A) ̸= 0 となる A全体はM(n,C)

の中で稠密開集合となる．Res(fA, f
′
A) ̸= 0 であることと A の固有値が互いに異なると

いうことは同値なので，結局 D が M(n,C) の中で稠密開集合となっていることがわか
る．これで証明が終わる．

系 9. E をM(n,C)の元で対角化可能なもの全体とすると，E はM(n,C)の中で第二類
集合となる．

注意. 実係数の行列については異なる固有値を持つものが稠密であるとは限らない．実
際，M(2,R)において，その固有値が実数ではない複素数であるもの全体は内点を持つ．
なぜなら実係数多項式の二次方程式の判別式が負であることと実数ではない複素数解を持
つことは同値だからである．
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