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1 とりあえず平均値の定理の証明
この文章ではまず普通の平均値の定理を知っていることを前提とする．この文章では紙
面の都合というものを考えなくて良いから，もうここでとりあえず主張を述べ，さらに証
明をしておく．本当はロルの定理を独立に証明しておいてその応用として示すのが数学的
に効率的なのだが，とりあえずの証明なので一つの証明に全部丸め込んでしまう．なぜ事
前に平均値の定理の主張が必要なのかというと，この文章での実用的面では少なくとも中
間値の定理の章での Darbouxの定理で用いるからだけなのだが，有限増分の定理と「平
均値の定理不要論」に触れるためには平均値の定理を事前に知っておいた方が良いとも
思う．
以下の定理は Fermatの定理とも言われている．

命題 1 (極小値・極大値と微分係数の消失). f : [a, b] → R を可微分な連続関数とし，点
cは (a, b)内の極小点，もしくは極大点とする．このとき f ′(c) = 0 が成り立つ．

証明. f(c)が極大値である場合にのみ証明をしても，−f を考えれば極小値の場合も極大
値の場合に還元できるので，一般性を失わない．
このとき x < cとなる十分 cに近い任意の xについて，f(c)が極大値であることから

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0

である．つまり f ′(c) ≥ 0である．また c < xとなる cに十分近い xについては
f(x)− f(c)

x− c
≤ 0
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なので f ′(c) ≤ 0である．以上から f ′(c) = 0である．

定理 2 (平均値の定理). a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続
で (a, b)上で可微分とする．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

を満たす．

証明. まず関数 F : [a, b] → Rを

F (x) = (f(x)− f(a))(b− a)− (f(b)− f(a))(x− a)

と定義する．このとき F は [a, b]上連続であり，F (b) = F (a) = 0である．また (a, b)上
F は可微分である．今から F ′(c) = 0となる c ∈ (a, b) が存在することを示す．
最大値最小値の原理から F は [a, b] 上に最大値と最小値をもつ．もしもそれらが一致す
る場合には F は定数となるので (a, b)上常に F ′ = 0である．
次に F の最大値と最小値が異なる場合を考えよう．F (a) = F (b) なので，最大値と
最小値のいずれかは F (a)(= F (b)) とは異なる．−F を考えれば最大値と最小値は入れ
替わるので，最大値が F (a)(= F (b)) と異なるとしても一般性を失わない．つまり F は
c ∈ (a, b)となる点で最大値 F (c)をとる．このとき命題 1から F ′(c) = 0である．
以上で F ′(c) = 0となる c ∈ (a, b)存在がわかった．そして

F ′(c) = f ′(c)(b− a)− (f(b)− f(a))

なので移項して整理すると
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

がわかる．

2 準備
2.1 ノルムとノルム空間
ノルム空間のことは知っているとする．この文章では実ノルム空間しか扱わない．ま
た，ノルム空間 V 上のノルムを | · |V と表すことにする．混乱がないと思われる場合には
ただ単に | · | と表すことにする．ノルム空間の間の線型写像の空間をノルム空間にする方
法を紹介する．
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補題 3. V , W をノルム空間とする．そして A : V → W を線型写像とする．このとき以
下は同値である．

(1) Aは 0 ∈ V において連続である．
(2) Aは連続である．
(3) M > 0が存在して任意の x ∈ V について |Ax|W ≤ M |x|が成り立つ．
(4) M > 0 が存在して任意の x ∈ V について |x|V ≤ 1 が成り立つならば |Ax|W ≤

M |x|が成り立つ．
(5) M > 0が存在して任意の x ∈ V について |x|V = 1が成り立つならば |Ax|W ≤ M

が成り立つ．

証明. (3)–(5)が同値なのは簡単にわかる．(1)と (2)が同値なのは |Ax−Ay| = |A(x−y)|
が成り立つことからわかる．(3) から (2) が導かれるのは簡単にわかる．(1) から (5) を
示そう．(1)からある δ > 0 が存在して |x| ≤ δ を満たす任意の xについて |Ax| < 1を
満たす．(5) を今から示していく．任意に x を取り |x| = 1 を満たすとする．このとき
y = δ · x は |y| ≤ δ なので先に行ったように |Ay| < 1 が成り立つ．よって |Ax| < δ−1

が成り立つので (5)が示された．

連続線型写像のことを有界作用素などと言ったりする．

定義 4. V , W をノルム空間とし，V からW への連続な線形写像の全体の集合を L(V,W )

と書くことにする．A ∈ L(V,W ) を線型写像とする．この時 Aの作用素ノルムを

|A|L(V,W ) = sup
x∈Rk,x ̸=0

|Ax|W
|x|V

と定義する．このノルムの良いところは |Ax|W ≤ |A|L(V,W ) · |x|V が成り立つところで
ある.

補題 5. V をノルム空間とする．このとき L(R, V ) は V の間の写像 A を f ∈ L(R, V )

について Af = f(1)と定義する．このとき Aは L(R, V )と V の間のノルム空間として
の同型を与える．つまり Aは全単射な線形写像であって任意の xについて |Ax| = x が
成り立ち A−1 も同じく全単射で連続な線形写像である．

この補題をもとに L(R, V )と V を同一視する．
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2.2 可微分性
定義 6. E, F をバナッハ空間とし，とし，U ⊂ E を開集合とする．そして f : U → F

とする．このとき f が a ∈ U で全微分可能であるとは線型写像 A ∈ L(E,F ) が存在し

lim
x→a,x ̸=a

|f(x)− f(a)−A(x− a)|F
|x− a|E

が成り立つときにいう．この A のことを f の導関数であるとかヤコビ行列だとか呼ぶ．
ここで f = (f1, . . . , fl)と定義する．そしてこのAをこの文章ではA = (Df)(a)と表す．

2.3 有限次元の場合
定義 7. A : Rk → Rl を行列とする．この時 Aの作用素ノルムを

|A| = sup
x∈Rk,x ̸=0

|Ax|
|x|

と定義する．このノルムの良いところは |Ax| ≤ |A| · |x|が成り立つところである.

定義 8. k, l ∈ Z≥1 とし，U ⊂ Rk を開集合とする．そして f : U → Rl とする．このと
き f が a ∈ U で全微分可能であるとは線型写像*1A : Rk → Rl が存在し

lim
x→a,x ̸=a

|f(x)− f(a)−A(x− a)|
|x− a|

が成り立つときにいう．このとき f は点 a において任意の方向に偏微分可能であり，さ
らに Aは行列として

A =

(
∂fj
∂xi

(a)

)
i=1,...,k,j=1,...,l

と表される．この A のことを f の導関数であるとかヤコビ行列だとか呼ぶ．ここで
f = (f1, . . . , fl)と定義する．そしてこの Aをこの文章では A = (Df)(a)と表す．

初等的な事実として以下が成り立つ．

*1 本来は接空間の間の線型写像 A : TaU → Tf(a)Rl と書くべきかもしれないが，解析学だとユークリッ
ド空間とその接空間を同一視する．また線型写像ではなく，行列と言ってもよい．なぜなら有限次元空間
の間の線型写像は行列と同一視されるからである．
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定理 9. k, l ∈ Zge1 とし，U ⊂ Rk を開集合とする．そして f : U → Rl とする．
このとき f を C1 級ならば f は U 内の任意の点で全微分可能である．またこのとき
Df : U → Rk×l; x → (Df)(x) は連続写像である．

定義 10. 一変数の可微分写像に関してはDf を d
dxf とか f ′ とか書くことにする．

3 中間値の定理
このセクションでは中間値の定理に関する話をする．そもそも中間値の定理とは連結位
相空間の連続像が連結であるというより一般的な定理（この定理も中間値の定理と呼ばれ
たりする）と実数の連結部分集合は区間に限るという特徴付けを合わせただけのことであ
るが，連続でなくても可微分関数の導関数になりうる関数も同様の性質を持つので一変数
関数特有の現象もあるにはある．

3.1 本文
定理 11 (一般の中間値の定理). X を連結位相空間とする．そして Y を位相空間とし
f : X → Y を全射連続写像とする．このとき Y は連結である．

証明. Y の開集合 U , V が U ∩ V = ∅ と Y = U ∪ V を満たしているとする．このとき
A = f−1(U) と B = f−1(V )は開集合であり，A∩B = ∅ とX = A∪B を満たす．よっ
てX の連結性から A = ∅かもしくは B = ∅ である．つまり U = ∅かもしくは V = ∅ で
ある．ゆえに Y は連結である．

命題 12. Rの連結部分集合は区間のみである．

証明. 区間ならば連結であることはわかる．
逆に連結部分集合ならば区間であることを示そう．X ⊂ Rを連結集合とすると，連結
性から以下が成り立つ．

(a) 任意の x, y ∈ X について x ≤ y ならば [x, y] ⊂ X を満たす．

ここで a = infX, b = supX と定義しよう．すると a ∈ [−∞,∞)であり，b ∈ (−∞,∞]

である．ここで a, bがX に属しているか属していないかに応じて，性質 (a) よりX は以
下の集合のいずれかと一致する．
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(1) (a, b]

(2) (a, b)

(3) [a, b]

(4) [a, b)

よって X は Rの区間となる．

定理 13 (中間値の定理). a, b ∈ Rとし，a < bとする．そして f : [a, b] → R は連続写像
とする．そして α = minx∈[a,b] f(x), β = maxx∈[a,b] f(x)とおく．任意の γ ∈ [α, β] に
ついて c ∈ [a, b]が存在し，f(c) = γ を満たす．

証明その１. 定理 11と命題 12からわかる．

証明その２. まず最初に α = β が成り立つならば γ = αであるから例えば c = aとすれ
ば f(c) = γ となる．
以下では α < β とする．また，最大値最小値の定理から γ = αもしくは γ = β の時は
定理は成り立つ．よって以下では α < γ < β と仮定する．

S = {x ∈ [a, b] | f(x) ≤ γ }

と定義する．f(p) = αとなる pをとれば p ∈ S なので S ̸= ∅ である．そこで c = supS

と定義する．このとき，f は連続なので f(c) ≤ γ となる．ここでもしも f(c) < γ だと
すると，f の連続性から十分小さい δ > 0 が存在して任意の x ∈ (c − δ, c + δ) について
f(x) < γ となるがこれは c = supS に矛盾する．よって f(c) = γ である．

3.2 単射ならば単調関数
一変数の中間値の定理の有用な応用を紹介しよう．記事 [1]と内容は重複する．

定理 14. I を Rの区間とし，そして f : I → R は単射連続写像とする．このとき f は狭
義の単調増加かもしくは狭義の単調減少である．

証明. まず
D = { (x, y) ∈ I × I | x < y }

と定義する．このとき I の連結性から D も連結になる．そして F : D → Rを

F (x, y) = (f(y)− f(x))(y − x)
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と定義する．D の定義から y − x ̸= 0であり，f の単射性から f(y)− f(x) ̸= 0である．
よって D 上で F (x, y) ̸= 0である．D は連結なので F (x, y)の符号は D 上で常に正かも
しくは D 上で常に負である．前者の場合には f が狭義の単調増加であることが従い，後
者の場合には f が狭義単調減少であることが従う．

3.3 Darbouxの定理
定理 15. a, b ∈ R は a < bを満たすとし f : (a, b) → Rは (a, b)上連続でさらに可微分
であるとする．このとき f ′ による (a, b) の像は連結である．特に任意の c, d ∈ (a, b) に
ついて α = min{f ′(c), f ′(d)}, β = max{f ′(c), f ′(d)} と定義するとき任意の γ ∈ [α, β]

について p ∈ [c, d] が存在し f ′(p) = γ を満たす．

証明その１. まず古典的な証明をする．最初に γ = αかもしくは γ = β の時はそれぞれ
p = c, p = dとすればよい．
次に γ ∈ (α, β)の時を考える．関数 F : (a, b) → Rを

F (x) = f(x)− γx

と定義する．このとき γ ∈ (α, β) なので F ′(c) > 0かつ F ′(d) < 0かもしくは F ′(c) < 0

かつ F ′(d) > 0 が成り立つ．このとき p ∈ (c, d) が存在し F ′(p) = 0 となることを示
そう．
まず F ′(c) > 0かつ F ′(d) < 0の時，F (c)は [c, d]上の F の最大値ではない．もし最
大値であるとしたならば，任意の c < xとなる xについて

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0

なので F ′(c) ≤ 0 となり矛盾する．よって F (c) は [c, d] 上の最大値ではない．同様に
F (d)も最大値ではないので，最大値はある p ∈ (c, d) を用いて F (p)とかける．このとき
命題 1から F ′(p) = 0である．
F ′(c) < 0かつ F ′(d) > 0 の場合はある p ∈ (c, d) が存在して [c, d]上の F の最小値は

F (c) と書けるので命題 1 より F ′(p) = 0となる．
いずれにせよ F ′(p) = 0 となる p ∈ (c, d) が存在する．よって f ′(p) = γ が成り立
つ．

証明その２. 平均値の定理を用いた賢い証明を紹介する．最初に γ = αかもしくは γ = β

のときは p = cまたは p = dとすればよい．
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次に γ ∈ (α, β)の時を考える．このとき二つの関数 F0, F1 : [c, d] → R を

F0(x) =

f ′(c) x = c
f(x)− f(c)

x− c
x ̸= c.

で

F1(x) =

f ′(d) x = c
f(x)− f(d)

x− d
x ̸= d.

と定義すると F0 と F1 は連続関数である．θ = f(c)−f(d)
c−d とすると F0(d) = F1(c) = θ で

ある．そして γ は f ′(c)と θ を端点とする区間かもしくは f ′(d)と θ を端点とする区間の
いずれかに属する．前者であると仮定しても一般性を失わない．F0 の像は f ′(c)と θ を
端点とする区間なので中間値の定理から q ∈ (c, d)が存在し F0(q) = γ となる．さらに

F0(q) =
f(q)− f(c)

q − c

なので平均値の定理から F0(q) = f ′(p)となる p ∈ (c, d)が存在する．よって f ′(p) = γ

なので定理が示された．

証明その３. 最初に γ = αかもしくは γ = β のときは p = cまたは p = dとすればよい．
次に γ ∈ (α, β)の時を考える．このときm = (c+ d)/2 として s, d : [c, d] → [c, d]を

s(x) =

{
2x− c c ≤ x ≤ m

d m ≤ x ≤ d

で
t(x) =

{
c c ≤ x ≤ m

2x− d m ≤ x ≤ d

と定義する．ここで任意の x ∈ (c, d)について s(x) ̸= t(x) であることと s(c) = t(c) = c

で s(d) = t(d) = dに注意しよう．に注意しよう．そして F : [c, d] → Rを

F (x) =


f ′(c) x = c

f ′(d) x = d
f(s(x))− f(t(x))

s(x)− t(x)
x ∈ (c, d)

と定義すると F は連続であり，γ は F (c)と F (d) を端点とする区間に含まれるので中間
値の定理から F (q) = γ となる q ∈ (c, d) が存在する．また，

F (q) =
f(s(q))− f(t(q))

s(q)− t(q)
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で s(q), t(q) ∈ [c, d]なので平均値の定理から F (q) = f ′(p)となる p ∈ (c, d) が存在する．
よって f ′(p) = γ となる．

この Darbouxの定理を見て，可微分関数の導関数になるような関数では一変数関数の
基本的な性質が成り立つのではないかと思うのは比較的スタンダードな数学的直感であ
る．以下に示す例は可微分関数の導関数になる関数について最大値最小値の定理が成り立
たない例である．[6, p.165] 閉区間 [−3−1, 3−1]上で f を

f(x) =

x3 sin

(
1

x
+ 3x

)
x ̸= 0

0 x = 0

また，可微分関数の導関数はリーマン可積分とは限らない．Volterraの反例
可微分関数の導関数はルベーグ可積分とは限らない．

注意. 以上のことから可微分関数の導関数になる関数についてはせいぜい中間値の定理ぐ
らいしか一変数の連続関数と共通する性質はないであろうことがわかる．
一般に中間値の定理を満たす関数のことを Darboux 関数と呼ぶ．至る所不連続だが，
どの区間でも中間値の定理を満たす（それどころかどの区間でも全射になる）関数が構成
されている．Conway 13 base functionで調べてみよ．

4 有限増分の定理
4.1 可算個の除外点がある有限増分の定理
定理 16 (有限増分の定理その１). a, b ∈ Rを a < bを満たす実数とし，E をバナッハ空
間とする．そして f : [a, b] → E, g : [a, b] → R を連続関数とする．このとき [a, b]の可
算部分集合 N = {pi}i∈Z≥0

が存在し，任意の x ∈ [a, b] \N について f と g は微分可能
であり，∥f ′(x)∥E ≤ g′(x) を満たすならば，

∥f(b)− f(a)∥E ≤ g(b)− g(a)

が成り立つ．

証明. ϵ ∈ (0,∞) を固定し，{wi}i∈Z≥0
⊂ (0,∞) を∑∞

i=0 wi = ϵ を満たす数列とする．
定理を証明するためにまず

∥f(b)− f(a)∥E ≤ g(b)− g(a) + ϵ(b− a) +
∑
pi<b

wi(1)
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が成り立つことを示す．この式が示されれば，ϵ → 0として定理の結論を得る．さて，

S =

{
x ∈ [a, b]

∣∣∣∣∣ ∥f(x)− f(a)∥E ≤ g(x)− g(a) + ϵ(x− a) +
∑
pi<x

wi

}

とおく．まず，∑
pi<a wi = 0 なので，a ∈ S がわかる．特に S は空ではない．今

c = supS とする．c = bがわかれば 式 (4) が成り立つことがわかる．まず最初に c ∈ S

を示す．cの定義から {xk}k∈Z≥0
⊂ S で xk ≤ cと limk→∞ xk = c が成り立つものが存

在する．このとき S の定義より任意の k について

∥f(xk)− f(a)∥E ≤ g(xk)− g(a) + ϵ(xk − a) +
∑

pi<xk

wi

が成り立つ．今 xk ≤ cより ∑
pi<xk

wi ≤
∑
pi<c

wi

が成り立つので任意の k について

∥f(xk)− f(a)∥E ≤ g(xk)− g(a) + ϵ(xk − a) +
∑
pi<c

wi

が成り立つ．k → ∞とすれば，f と g の連続性と limk→∞ xk = cから

∥f(c)− f(a)∥E ≤ g(c)− g(a) + ϵ(c− a) +
∑
pi<c

wi

が成り立つ．つまり c ∈ S である．
さて矛盾を導き出すために c < bと仮定しよう．
Case 1 (c = pk となる k が存在するとき): f と g の連続性から十分小さい η > 0 を取
ると，任意の t ∈ (c, c+ η)について ∥f(c)− f(t)∥E ≤ wk/2と |g(c)− g(t)| ≤ wk/2 が
成り立つ．すると任意の t ∈ (c, c+ η)について

∥f(t)− f(a)∥E ≤ ∥f(t)− f(c)∥E + ∥f(c)− f(a)∥E

≤ wk

2
+ g(c)− g(a) + ϵ(c− a) +

∑
pi<c

wi

が成り立つ．そして

g(c)− g(a) = g(c)− (a) + g(t)− g(c)− (g(t)− g(c))

≤ g(t)− g(a) + |g(t)− g(c)| ≤ g(t)− g(a) + wk/2
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が成り立つ．(ここで g(t) − g(c) ≥ 0 であることを用いてはいないことに注意しよう．
可算個の点を除いて微分が正ならば非減少関数であるが，それを用いると循環論法に陥
る．) よって, c− a ≤ t− aを用いて結局

∥f(t)− f(a)∥E ≤ g(t)− g(a) + ϵ(c− a) +
∑
pi<c

wi + wk

を得るが，c < tなので，∑
pi<c wi + wk ≤

∑
pi<t wi となるので，

∥f(t)− f(a)∥E ≤ g(t)− g(a) + ϵ(c− a) +
∑
pi<t

wi

となる．つまり t ∈ S であり，c < tであるから c = supS に矛盾する．よってこの場合
には c = bがわかる．
Case2 (c ̸∈ N の場合)：この場合，点 cで微分可能であるから十分小さい η > 0につい
て任意の t ∈ (c, c+ η)について

∥f(t)− f(c)− f (1)(c)(t− c)∥E ≤ ϵ

2
(t− c)∣∣∣∣g(t)− g(c)

t− c
− g(1)(c)

∣∣∣∣ ≤ ϵ

2

である．よって

∥f(t)− f(c)∥E ≤ ∥f (1)(c)∥E · (t− c) +
ϵ

2
(t− c) ≤ g(1)(c)(t− c) +

ϵ

2
(t− c)

であり，− ϵ
2 ≤ g(t)−g(c)

t−c − g(1)(c) ≤ ϵ
2 から

g(1)(c)(t− c) ≤ g(t)− g(c) +
ϵ

2
(t− c)

を得る．以上の不等式から

∥f(t)− f(a)∥E ≤ ∥f(t)− f(c)∥E + ∥f(c)− f(a)∥E

≤ g(1)(c)(t− c) +
ϵ

2
(t− c) + g(c)− g(a) + ϵ(c− a) +

∑
pi<c

wi

≤ g(t)− g(c) +
ϵ

2
(t− c) +

ϵ

2
(t− c) + g(c)− g(a) + ϵ(c− a) +

∑
pi<c

wi

= g(t)− g(a) + ϵ(t− a) +
∑
pi<c

wi ≤ g(t)− g(a) + ϵ(t− a) +
∑
pi<t

wi

よって t ∈ S となる．ここで c < tなので c = supS に反する．これで矛盾が導かれたの
で c = bがわかる．
以上で証明が終わる．
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定理 17 (高階の有限増分の定理その１). a, b ∈ R を a < b を満たす実数とし，E をバ
ナッハ空間とする．そして f : [a, b] → E, g : [a, b] → R を連続関数とする．k ∈ Z≥1

とする．このとき [a, b]の可算部分集合 N = {pi}i∈Z≥0
が存在し，任意の x ∈ [a, b] \N

について f と g は k 階微分可能であり，任意の i ∈ {1, . . . , k} について f (i)(a) = 0 で
g(i)(a) = 0 であり，任意の x ∈ (a, b) について ∥f (k)(x)∥E ≤ g(k)(x) を満たすならば，
任意の x ∈ [a, b]について

∥f(x)− f(a)∥E ≤ g(x)− g(a)

が成り立つ．

証明. もしも ∥f (i)(x)∥E ≤ g(i)(x) ならば f (i−1)(a) = 0で g(i−1)(a) = 0 なので定理 16

を f (i)と g(i) と [a, x]に適応して ∥f (i−1)(x)∥ ≤ g(i−1)(x) が成り立つ．任意の x ∈ (a, b)

について ∥f (k)(x)∥E ≤ g(k)(x)が成り立つので，これを k 回繰り返し，

∥f(x)− f(a)∥E ≤ g(x)− g(a)

を得る．

定理 18 (高階の有限増分の定理その２). a, b ∈ R を a < b を満たす実数とし，E をバ
ナッハ空間とする．そして f : [a, b] → E, g : [a, b] → R を連続関数とする．k ∈ Z≥1

とする．このとき [a, b]の可算部分集合 N = {pi}i∈Z≥0
が存在し，任意の x ∈ [a, b] \N

について f と g は k 階微分可能であり，任意の i ∈ {1, . . . , k} について f (i)(b) = 0 で
g(i)(b) = 0 であり，任意の x ∈ (a, b) について ∥f (k)(x)∥E ≤ (−1)kg(k)(x) を満たすな
らば，任意の x ∈ [a, b]について

∥f(b)− f(x)∥E ≤ g(b)− g(x)

が成り立つ．

証明. もしも ∥f (i)(x)∥E ≤ (−1)ig(i)(x) ならば f (i−1)(b) = 0で g(i−1)(b) = 0 なので定
理 16を f (i) と g(i) と [x, b]に適応して ∥f (i−1)(x)∥ ≤ (−1)i−1g(i−1)(x) が成り立つ．任
意の x ∈ (a, b) について ∥f (k)(x)∥E ≤ (−1)kg(k)(x) が成り立つので，これを k 回繰り
返し，

∥f(b)− f(x)∥E ≤ g(b)− g(x)

を得る．
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4.2 除外点が端点のみの有限増分の定理
補題 19 (有限増分の定理). l ∈ Z≥1 とし，[a, b] ⊂ R とする．η > 0 とする．そして
f : [a, b] → Rl は (a, b)上で全微分可能であるとする．このときもしもM > 0が任意の
x ∈ (a, b)について |Df(x)| ≤ M を満たすならば

|f(b)− f(a)|E ≤ M(b− a)

が成り立つ．

証明. 今から任意の x ∈ [a, b]と ϵ > 0について

|f(x)− f(a)|E ≤ (M + ϵ)(x− a) + ϵ

が成り立つことを示す．ϵ > 0を固定する．背理法を用いるために

|f(x)− f(a)| > (M + ϵ)(x− a) + ϵ(2)

を満たすような x 全体の集合を U とし，U は空でないと仮定する．U は [a, b] の開
集合であることに注意せよ．そして c = inf U とする．ϵ > 0 であることと f の連続
性から c ̸= a である．つまり a < c である．さらにもしも c = b ならば U = {b}
となるので U が [a, b] の開集合であるということに矛盾する．よって c < b である．
以上から a < c < b である．そして U が開集合であることから x ∈ U ならば x

に十分近い点は全て式 (2) を満たすので c ̸∈ U である．関数 f は (a, b) 上で全微分
可能なので特に c で全微分可能である．よって δ > 0 を十分小さくとれば，任意の
t ∈ (c, c + δ)について |f(t) − f(c) − (Df)(c)(t − c)| ≤ ϵ(t − c) となる．そして c ̸∈ U

から |f(c)− f(a)| ≤ (M + ϵ)(c− a) + ϵ である．以上を踏まえると任意の t ∈ (c, c+ δ)

について

|f(t)− f(a)| ≤ |f(t)− f(c)|+ |f(c)− f(a)|
≤ |(Df)(c)(t− c)|+ ϵ(t− c) + (M + ϵ)(c− a) + ϵ

≤ M(t− c) + ϵ(t− c) + (M + ϵ)(c− a) + ϵ = (M + ϵ)(t− a) + ϵ

が成り立つ．つまり任意の t ∈ (c, c + δ)について t ̸∈ U なので c = inf U に反する．こ
れで矛盾が導かれたので U = ∅である．つまり任意の x ∈ [a, b]と ϵ > 0について

|f(x)− f(a)| ≤ (M + ϵ)(x− a) + ϵ
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が成り立つので，x = bとして ϵ → 0 とすれば

|f(b)− f(a)| ≤ M(b− a)

が成り立つ．

別証明. 今から任意の x ∈ [a, b]と ϵ > 0について

|f(x)− f(a)| ≤ (M + ϵ)(x− a) + ϵ(3)

が成り立つことを示す．式 (3) が成り立つような x ∈ [a, b]全体を S とおく．ϵ > 0から
a ∈ S がわかるので S は空ではない．そして c = supS とおく．f の連続性から c ∈ S で
ある．よって c = bを示すことができれば補題の証明は終わる．矛盾を導くために c < b

と仮定する．
Case 1. c = aの場合：この場合，f の連続性から十分小さい η > 0 を取れば t = a+ η

について |f(t)− f(a)| ≤ ϵが成り立つ．このとき 0 < (M + ϵ)(t− a)なので

|f(t)− f(a)| ≤ ϵ ≤ (M + ϵ)(t− a) + ϵ

がわかる．つまり t ∈ S であるが，a < tなので a = c = supS に矛盾する．
Case 2. a < cの場合：関数 f は (a, b)上で全微分可能なので特に cで全微分可能であ
る．よって η > 0 を十分小さくとれば，t = c+ η について

|f(t)− f(c)− (Df)(c)(t− c)| ≤ ϵ(t− c)

となる．そして c ∈ S から |f(c)− f(a)| ≤ (M + ϵ)(c−a)+ ϵ である．以上を踏まえると

|f(t)− f(a)| ≤ |f(t)− f(c)|+ |f(c)− f(a)|
≤ |(Df)(c)(t− c)|+ ϵ(t− c) + (M + ϵ)(c− a) + ϵ

≤ M(t− c) + ϵ(t− c) + (M + ϵ)(c− a) + ϵ = (M + ϵ)(t− a) + ϵ

が成り立つ．つまり t ∈ S であるが，ここで c < t なので c = supS 矛盾する．
以上のいずれの場合分けでも矛盾が導かれたので，c = b である．つまり

|f(b)− f(a)| ≤ (M + ϵ)(b− a) + ϵ

が成り立つので，ϵ → 0 とすれば

|f(b)− f(a)| ≤ M(b− a)

が成り立つ．
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4.3 一変数関数の右微分可能性に係る有限増分の定理
定理 20. a, b ∈ Rを a < bを満たす実数とする．そして f : [a, b] → E を連続関数とす
る．このとき [a, b]の可算部分集合 N = {pi}i∈Z≥0

が存在し，任意の x ∈ [a, b) \N につ
いて f には有限な右側微分が存在し，D+ f(x) = 0 を満たすならば，f は定数である．

証明. ϵ ∈ (0,∞) を固定し，{wi}i∈Z≥0
⊂ (0,∞) を∑∞

i=0 wi = ϵ を満たす数列とする．
定理を証明するために任意の xについて

|f(x)− f(a)| ≤ ϵ(x− a) +
∑
pi<x

wi(4)

が成り立つことを示す．この式が示されれば，ϵ → 0とすると f(x) = f(a)がわかるので
定理の結論を得る.

さて，

S =

{
t ∈ [a, b]

∣∣∣∣∣ ∀x ∈ [a, t], |f(x)− f(a)| ≤ ϵ(x− a) +
∑
pi<x

wi

}

とおく．まず，∑
pi<a wi = 0なので，a ∈ S がわかる．特に S は空ではない．今から S

が閉集合であることを証明する．S の定義から点列 {xn}n∈Z≥0
⊂ S が xn < xn+1 かつ

limn→∞ xn = l ならば l ∈ S が成り立つことを示せば S が閉集合であることがわかる．
このとき S の定義より任意の k について

|f(xk)− f(a)| ≤ ϵ(xk − a) +
∑

pi<xk

wi

が成り立つ．今 xk ≤ lより ∑
pi<xk

wi ≤
∑
pi<l

wi

が成り立つので任意の k について

|f(xk)− f(a)| ≤ ϵ(xk − a) +
∑
pi<l

wi

が成り立つ．k → ∞とすれば，f の連続性と limk→∞ xk = lから

|f(l)− f(a)| ≤ ϵ(c− a) +
∑
pi<l

wi

が成り立つ．つまり l ∈ S であるので，S は閉集合になる．
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今 c = supS とする．c = bがわかれば任意の x ∈ [a, b]について 式 (4) が成り立つこ
とがわかる．S が閉集合なので c ∈ S を示す．x = cについて式 (4)が成り立つことを示
せば良い．cの定義から {xk}k∈Z≥0

⊂ S で xk ≤ cと limk→∞ xk = c が成り立つものが
存在する．
さて矛盾を導き出すために c < bと仮定しよう．
Case 1 (c = pk となる kが存在するとき): f の連続性から十分小さい η > 0 を取ると，
任意の t ∈ (c, c+η)について |f(c)−f(t)| ≤ wk が成り立つ．すると任意の t ∈ (c, c+η)

について

|f(t)− f(a)| ≤ |f(t)− f(c)|+ |f(c)− f(a)|

≤ wk + ϵ(c− a) +
∑
pi<c

wi

が成り立つ．よって, c− a ≤ t− aを用いて結局

|f(t)− f(a)| ≤ ϵ(c− a) +
∑
pi<c

wi + wk

を得るが，c < tなので，∑
pi<c wi + wk ≤

∑
pi<t wi となるので，

|f(t)− f(a)| ≤ g(t)− g(a) + ϵ(c− a) +
∑
pi<t

wi

となる．つまり t ∈ S であり，c < tであるから c = supS に矛盾する．よってこの場合
には c = bがわかる．
Case2 (c ̸∈ S の場合)：この場合，点 cで微分可能であるから十分小さい η > 0につい
て任意の t ∈ (c, c+ η)について

|f(t)− f(c)−D+ f(c)(t− c)| ≤ ϵ(t− c)

である．よって D+ f(c) = 0より

|f(t)− f(c)| ≤ ϵ(t− c)

を得る．以上の不等式から

|f(t)− f(a)| ≤ |f(t)− f(c)|+ |f(c)− f(a)|

≤ ϵ(t− c) + ϵ(c− a) +
∑
pi<c

wi

≤ ϵ(t− a) +
∑
pi<t

wi
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よって t ∈ S となる．ここで c < tなので c = supS に反する．これで矛盾が導かれたの
で c = bがわかる．
以上で証明が終わる．

以上で用いた論法は「連続帰納法」とか呼ばれているようだ．以下の定理はある程度の
仮定があれば必ず右端に到達するということを述べているが，その定理の「形」は Zorn

の補題と同じである．そして Zornの補題には順序数（超限帰納法）を使った証明がある
が，この命題にも ω1 までの超限再帰を用いた証明がある．

命題 21 (連続帰納法). a ∈ Rで b ∈ R ∪ {∞} で a < bとする．I = [a, b] ∩ Rとする．
H をその部分集合で以下の条件を満たすものとする．

(1) a ∈ H.

(2) もしも x ∈ H かつ x < b ならば y ∈ I が存在して x < y と [x, y) ⊂ H を満たす.

(3) もしも x ∈ I が x < bと [a, x) ⊂ H を満たすならば x ∈ H が成り立つ．

このとき H = I である．

証明その１. F = {x ∈ I | [a, x] ⊂ H }とおく．a ∈ H なので a ∈ F であるから F ̸= ∅
である．そこで s = supF とおく．条件 (3)より s ∈ F である．ここで s < bと仮定し
て矛盾を導く．s < bより y ∈ H が存在して s < y から [s, y] ⊂ H が成り立つ．よって
y ∈ F だがこれは s = supF に矛盾する．

証明その２. F = {x ∈ I | [a, x] ⊂ H }とおく．まず条件 (3)から F が I の閉集合であ
ることがわかる．F が開集合であることを証明するために任意に x ∈ F をとる．もしも
x = bならば [a, b] ⊂ H であり [a, b] ⊂ F が従い，また [a, b]は I における bの近傍だか
ら x = bは F の内点である．x < bのときには条件 (2)より y ∈ I が存在して x < y と
[x, y) ⊂ H を満たす．x ∈ F から [a, x] ⊂ H なので結局 [a, y) ⊂ H がわかる．任意に
z ∈ [a, y)を取るともちろん [a, z) ⊂ H なので [a, y) ⊂ F がわかる．そして [a, y) は xの
I における近傍なので xは F の内点であることがわかる．さて a ∈ H より a ∈ F なので
特に F ̸= ∅ である．よって I の連結性から F = I がわかる．

証明その３. F = {x ∈ I | [a, x] ⊂ H } とおく．すると F も条件 (1), (2), (3) を
満たす．D を I の可算稠密部分集合で a, b ∈ D を満たすものとする．このとき写像
f : ω1 → D ∩ F で

(a) α < γ < ω1 ならば f(α) ≤ f(γ)が成り立つ．
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(b) f(α) < bかつ α < γ < ω1 ならば f(α) < f(γ) が成り立つ．

以下のように超限再帰で定義する．
まず f(0) = aと定義する.

そして α < ω1 に対して β < αとなる任意の β について f(β)が定義されているとした
する．このとき αが孤立順序数か極限順序数かで場合分けをして f を定義する．
Case1. α が孤立順序数のとき，α = β + 1 となる β が存在する．f(β) = b のときは

f(α) = bと定義する．f(β) < bのときは条件 (2)から [f(β), y) ⊂ H となる y ∈ I が存
在するので適当に f(α) ∈ (f(β), y)∩D と定義する．このときちゃんと f(α) ∈ F ∩Dで
ある．
Case2. αが極限順序数のとき，αの共終数は ω0 なので {βn}n∈Z≥0

が存在して βn < α

と βn < βn+1 と supn βn = α が成り立つ．s = supn f(βn) とおく．もしも s = b な
らば f(α) = b と定義する．もしも s < b ならば条件 (2), (3) を用いて y ∈ I であって
[s, y) ∈ H を満たすものが存在するので適当に f(α) ∈ (s, y) ∩D と定義する．このとき
ちゃんと f(α) ∈ F ∩D である．
さて，D ∩ F は高々可算で ω1 は非可算なので順序を保つ写像 f : ω1 → D ∩ F は単
射ではない．よってある θ < ω1 が存在して θ < η < ω1 ならば f(θ) = f(η) となる．
よって f(θ) = bである．つまり b ∈ F ということなので F の定義からH = [a, b]がわか
る．

4.4 有限増分の定理の応用
命題 22. D を Rか C の開集合とする．f : D → E を可微分関数であるとする．そして
関数 G : D ×D → E を

G(x, y) =


f(x)− f(y)

x− y
x ̸= y のとき，

f ′(x) x = y のとき

と定義する．任意の a ∈ D について

lim
(x,y)→(a,a),x ̸=y

|G(x, y)− f ′(a)|E = 0

となる．

証明. ϵを任意に与え，aの凸な開近傍 N を十分小さく取り以下が成り立つようにする．
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(1) 任意の x, y ∈ N に対して任意の t ∈ [0, 1]について tx+ (1− t)y ∈ Dが成り立つ．
(2) 任意の z1, z2 ∈ N について |f(z1)− f(z2)| ≤ ϵ が成り立つ．

x, y ∈ D を任意にとる．集合 { (x, x) | x ∈ D } 上では G が連続なのは仮定から従う．
よって x ̸= y と仮定してもよい．そして F : [0, 1] → E を

F (t) = f(y + t(x− y))− f ′(a) · (y + t(x− y))

と定義する．このとき

F ′(t) = (f ′(y + t(x− y))− f ′(a)) · (x− y)

となる．さて
Mx,y = sup

t∈[0,1]

|(f ′(y + t(x− y))− (f ′(a))|

とおくと補題 19より
|F (1)− F (0)| ≤ |x− y|Mx,y

である．よって

|G(x, y)− f ′(a)| =
∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y
− f ′(a)

∣∣∣∣ = 1

|x− y|
|f(x)− f(y)− f ′(a)(x− y)|

=
|F (1)− F (0)|

|x− y|
≤ Mx,y

である．ここで N の取り方の (2)からMx,y ≤ ϵである．ゆえに

|G(x, y)− f ′(a)| ≤ Mx,y ≤ ϵ

が成り立つ．よって (a, a) で G は連続である．以上から G が D 上で連続であることが
わかる．

命題 23. D を Rか C の開集合とする．f : D → E を可微分関数であり，その微分係数
は連続であるとする．そして関数 G : D ×D → E を

G(x, y) =


f(x)− f(y)

x− y
x ̸= y のとき，

f ′(x) x = y のとき

と定義する．このとき Gは D ×D 上で連続である.
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5 平均値の定理
5.1 ロルの定理
定理 24 (ロルの定理). a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続
であり，(a, b)上で可微分であるとする．このときもし f(a) = f(b)ならば c ∈ (a, b)が
存在して f ′(c) = 0を満たす．

証明. 最大値最小値の定理から f には最大値と最小値が存在する．それをそれぞれ α と
β としよう．
まず最初に α = β の場合を考える．このとき f は定数関数となるので適当に c ∈ (a, b)

を取れば f ′(c) = 0を満たす．
α ̸= β の場合には αと β の少なくとも一方は c ∈ (a, b)を使って f(c)と表すことがで
きる．というのも f(a) = f(b)で α ̸= β だからである．αと β のどちらかが f(c)と表さ
れようとも，f(c)はもちろん極小値かもしくは極大値なので命題 1より f ′(c) = 0が成り
立つ．

5.2 Lagrangeの平均値の定理
定理 25 (Lagrangeの平均値の定理). a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは
[a, b]上で連続で (a, b)上で可微分とする．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

を満たす．

証明. まず関数 F : [a, b] → Rを

F (x) = (f(x)− f(a))(b− a)− (f(b)− f(a))(x− a)

=

∣∣∣∣f(x)− f(a) x− a
f(b)− f(a) b− a

∣∣∣∣ .
と定義する．このとき F は [a, b] 上連続であり (a, b) 上 F は可微分である．また，定義
から F (a) = F (b) = 0となるので定理 24 (ロルの定理) から点 c ∈ (a, b)で F ′(c) = 0を
満たすものが存在する．ここで

F ′(c) = f ′(c)(b− a)− (f(b)− f(a))
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である．よって移項して整理すれば
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

を得る．

5.3 Cauchyの平均値の定理
定理 26 (Cauchyの平均値の定理). 連続関数関数 f, g : [a, b] → Rは開区間 (a, b)で微分
可能であり，以下の条件のうちどれか一つを満たすとする．

(1) f ′ と g′ は (a, b)上で同時には 0にならないとし，g は g(a) ̸= g(b)を充たす．
(2) g(a) ̸= g(b)かつ任意の x ∈ (a, b)について g′(x) ̸= 0 を満たす．
(3) 任意の x ∈ (a, b)について g′(x) ̸= 0 を満たす．

このとき，g(a) ̸= g(b)でありさらに，c ∈ (a, b)が存在して g′(c) ̸= 0と

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

を満たす．

証明その 1. まず関数 F : [a, b] → Rを

F (x) = (f(x)− f(a))(g(b)− g(a))− (f(b)− f(a))(g(x)− g(a))

=

∣∣∣∣f(x)− f(a) g(x)− g(a)
f(b)− f(a) g(b)− g(a)

∣∣∣∣ .
と定義する．このとき F は [a, b] 上連続であり (a, b) 上 F は可微分である．また，定義
から F (a) = F (b) = 0となるので定理 24 (ロルの定理) から点 c ∈ (a, b)で F ′(c) = 0を
満たすものが存在する．ここで

F ′(c) = f ′(c)(g(b)− g(a))− (f(b)− f(a))g′(c)

である．ここで仮定 (1) が成り立つ場合には f ′ と g′ は同時には 0 にならないし，
g(b)− g(a) ̸= 0なので g′(c) ̸= 0である．(2), (3)の時は仮定の時点で g′(c) ̸= 0である．
よって移項して整理すれば

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

を得る．
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証明その. ここでは Lagrangeの平均値の定理から Cauchyの平均値の定理を導く．ちな
みに Cauchyのそれから Lagrangeのそれが導かれることは当然である．

注意 (平均値の定理に出てくる補助関数について). [23]を参照せよ．平均値の定理の証明
では，f に対して補助的な関数 F を構成し，F (a) = F (b)から F に対してロルの定理を適
応して F ′(c) = 0となる点を見出して，そこから f の平均に関する式に変形するという証
明をする．上で述べられている証明では F (x) = (f(x)−f(a))(b−a)−(f(b)−f(a))(x−a)

を用いているが，他の関数でも同様の証明が可能である．例をいくつか挙げる．

(1) 上と同じ F，

F (x) = (f(x)− f(a))(b− a)− (f(b)− f(a))(x− a)

=

∣∣∣∣∣∣
f(x) x 1
f(b) b 1
f(a) a 1

∣∣∣∣∣∣ .
(2) Gとして

G(x) = f(x)(b− a)− (f(b)− f(a))x

=

∣∣∣∣∣∣
f(x) x 0
f(b) b 1
f(a) a 1

∣∣∣∣∣∣ .
(3) H として

H(x) = f(x)(b− a)− (f(b)− f(a))

(
x− a+ b

2

)

=

∣∣∣∣∣∣
f(x) + f(a)+f(b)

2 x 1
f(b) b 1
f(a) a 1

∣∣∣∣∣∣ .
である．これらは微分すると同じ値になることに注意しよう．

F ′(x) = G′(x) = H ′(x) =

∣∣∣∣∣∣
f ′(x) 1 0
f(b) b 1
f(a) a 1

∣∣∣∣∣∣ .
コーシーの平均値の定理についても同様の準備関数を考えることができる．

Lagrangeと Cauchyの平均値の定理をさらに一般化するものとして以下の Peanoの平
均値の定理がある．
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定理 27 (Peanoの平均値の定理). a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f, g, h : [a, b] → Rは
[a, b]上で連続で (a, b)上で可微分とする．このとき c ∈ (a, b)が存在して∣∣∣∣∣∣

f ′(c) g′(c) h′(c)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣ = 0

が成り立つ．

証明. まず F : [a, b] → Rを

F (x) =

∣∣∣∣∣∣
f(x) g(x) h(x)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣
とおくと

F (a) =

∣∣∣∣∣∣
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣ = 0

であり，

F (b) =

∣∣∣∣∣∣
f(b) g(b) h(b)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣ = 0

なので F (a) = F (b) = 0 となる．よって定理 24 (ロルの定理) から点 c ∈ (a, b) で
F ′(c) = 0を満たすものが存在する．ここで F ′ が何なのか考えると行列式の定義を思い
出すと

F ′(x) =

∣∣∣∣∣∣
f ′(x) g′(x) h′(x)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣
となる．*2よって

F ′(c) =

∣∣∣∣∣∣
f ′(c) g′(c) h′(c)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣ = 0

が成り立つ．

*2 一般に多重線形な関数についての微分公式がある．[9]を参照のこと
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5.4 その他
命題 1 の系として以下がわかる．

系 28. f : [a, b] → R を可微分な連続関数とし，点 cは (a, b)内の点で f ′(c) ̸= 0 を満た
すならば cは f の極小点でも極大点でもない．

以下の定理群 29, 30, 31, 32は Flettの平均値の定理とか呼ばれるものである．

定理 29. a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続で [a, b]上で可
微分とする．さらに f ′(a) = f ′(b) と仮定する．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a

を満たす．

証明. 必要ならば f を f(x)− f ′(a)xに変更して f ′(a) = 0と仮定しても一般性を失わな
い．g : [a, b] → R を

g(x) =


f(x)− f(a)

x− a
x ̸= a

f ′(a) x = a.

と定義すると [a, b]上で連続であり，(a, b)上微分可能である．さらに x ∈ (a, b]に関して

g′(x) = −f(x)− f(a)

(x− a)2
+

f ′(x)

x− a

である．今から g′(c) = 0となる c ∈ (a, b)の存在を示す．ここでもしも g(b) = 0ならば
ロルの定理から g′(c) = 0となる c ∈ (a, b)が存在する．もしも g(x) > 0ならば，

g′(b) = −f(b)− f(a)

(b− a)2
+

f ′(b)

b− a
= − g(b)

(b− a)2
< 0

となる．もしも g(b)が最大値だとすると x < bとなる xについて

g(x)− g(b)

x− b
> 0

なので g′(b) ≥ 0 となるので g′(b) < 0 に矛盾するので g(b) は最大値ではない．さらに
g(b) > 0 = g(a) なので g(a) も最大値ではない．よって最大値は c ∈ (a, b) が存在して
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g(c) と表すことができる．さらに命題 1がより g′(c) = 0 となる．g(b) < 0のときも同
様なのでいずれにせよ g′(c) = 0 となる c ∈ (a, b)が存在する．このとき

g′(c) = −f(c)− f(a)

(c− a)2
+

f ′(c)

c− a
= 0

なので
f ′(c) =

f(c)− f(a)

c− a

が成り立つ．

定理 30. a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続で [a, b]上で可
微分とする．さらに f ′(a) = f ′(b) と仮定する．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) =
f(b)− f(c)

b− c

を満たす．

証明. g : [−b,−a] → R を g(x) = f(−x) と定義し g と [−b,−a] に対して定理 29 を適
応すればわかる．

命題 31. a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続で (a, b)上で
可微分とする．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) =
f(b)− f(c)

c− a

を満たす．

証明. 関数 g : [a, b] → Rを g(x) = xf(b) − (x − a)f(x) と定義する．このとき g(a) =

af(b)で g(b) = bf(b) − (b − a)f(b) = af(b) となるからロルの定理により g′(c) = 0 と
なる c ∈ (a, b) が存在する．このとき

g′(x) = f(b)− f(x)− (x− a)f ′(x)

なので移項すれば
f ′(c) =

f(b)− f(c)

c− a

が成り立つ．
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命題 32. a, b ∈ Rは a < bを満たすとし，f : [a, b] → Rは [a, b]上で連続で (a, b)上で
可微分とする．このとき c ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) =
f(c)− f(a)

b− c

を満たす．

証明. g(x) = xf(a) + (b− x)f(x) を用いて命題 31 と同様にすれば良い．

論文 [24]では平均値の定理の逆について述べられている．つまり f ′(c) が与えれらとき
に (a1, b1) ⊂ (a, b) となる a1 と b1 が存在して

f ′(c) =
f(b1)− f(a1)

b1 − a1

が成り立つための条件を調べている．つまり以下の定理が成り立つ．証明は省略する．

定理 33. (1) f ′(c)が最大値でも最小値でもないとすると x, y ∈ (a, b) が存在して

f ′(c) =
f(x)− f(y)

x− y

が成り立つ．
(2) f ′(c)が極大値でも極小値でもなく，cが A(c) = {x ∈ (a, b) | f ′(x) = f ′(c) } の
集積点ではないとする．このとき x, y ∈ (a, b) が存在して c ∈ (x, y)と

f ′(c) =
f(x)− f(y)

x− y

が成り立つ．

6 テイラーの定理
6.1 漸近記号
定義 34. Rn 上の部分集合 E 上で定義された関数 g : E → Rは、ある δ > 0が存在して

U(a, δ) ∩ E = U(a, δ) \ {a}

を充たすとき、点 aの十分近くで定義されているという。点 aの十分近くで定義されてい
る関数全体を S(a) で表す。
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定義 35. g ∈ S(a)とする。このとき集合 o(g(x))(x → a)を

o(g(x))(x → a) :=

{
f ∈ S(a)

∣∣∣∣ limx→a

f(x)

g(x)
= 0

}
と定義する。

注意. f = o(g(x))(x → a)を f を変数とする一階の述語だと思えば、o(g(x))(x → a)を
集合で定義する必要はない。また、一階の述語と集合の間にはそれなりの関係がつけられ
るし、本質的に間違いでもないと思う。しかしながらこのようにランダウの記号を集合と
して定義したのは、しばしば f = o(g(x))(x → a)という等号の濫用によって無用の混乱
が起こるのが嫌だからである。

以下では記号を簡潔にするため，
d

dx
f

を dxf と略記する．
f : (l, r) → Rをm−1階微分可能関数とし, a ∈ (l, r)、k ≤ mとする．また，f は点 aに
おいてm階微分可能であるとする．このとき xを変数とする関数Rk(f, x; a) : (l, r) → R
を

Rk(f, a;x) = f(x)−
k∑

i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i

と定義する．任意の k ≤ mについて Rk(f, x; a)はm− 1階微分可能で，さらに i ≤ kに
ついて

di

dxi
Rk(f, a;x)|x=a = 0

であり，任意の i > k について

di

dxi
Rk(f, a;x) = f (i)(x)

である．また
dm−1

dxm−1
Rk(f, a;x) = f (m−1)(x)− f (m−1)(a)

そして Rm(f, x, ; a)は点 aでm階微分可能で，x = aにおけるそのm階微分係数は 0で
あることに注意しよう．
以下のGonçalvesのテイラーの定理はおそらく筆者が今回の調査で知った剰余項の中
でも一番洗練されているものであろう．
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定理 36 (Gonçalvesのテイラーの定理). m ∈ Z≥2 f を aの十分近くで定義されたm− 1

階微分可能関数とする．このとき aと xの間にある cが存在して

Rm−1(f, a;x) =
(x− a)m

m!

f (m−1)(c)− f (m−1)(a)

c− a

が成り立つ．

Cauchyの平均値の定理を使った証明. さて x に関する関数 g : (l.r) → R を g(x) =

(x− a)m と定義する．ところで

Rm−1(f, a; a) = g(a) = 0

であるので Cauchyの平均値の定理をRm−1(f, x; a)と g，そして区間 [a, x]，または [x, a]

に用いると（aと xの大小関係によってどちらの区間をを使うかが変わる．）

Rm−1(f, a;x)

g(x)
=

dxRm−1(f, a; c1)

dxg(c1)

となる c1 が aと xの間に存在することがわかる．dxRm−1(f, a; a) = 0であることを用
いて，c1 と aに対して再び Cauchyの平均値の定理を適用し

Rm−1(f, a;x)

g(x)
=

dxRm−1(f, a; c1)

dxg(c1)
=

d2xRm−1(f, a; c2)

d2xg(c2)

となる c2 が c1 と aの間に存在することがわかる．繰り返し m − 1回 Cauchyの平均値
の定理を用いて

Rm−1(f, a;x)

(x− a)m
=

dm−1
x (Rm−1(f, a; c))

dm−1
x g(c)

=
dm−1
x Rm−1(f, a; c)

m!(c− a)
=

dm−1
x Rm−1(f, a; c)− dm−1

x Rm−1(f, a; a)

m!(c− a)

となる cが xと aの間に存在することがわかる．
ここで dm−1

x Rm−1(f, a; a) = 0であり

dm−1
x Rm−1(f, a; c) = f (m−1)(c)− f (m−1)(a)

なので結局
Rm−1(f, a;x) =

(x− a)m

(m+ 1)!

f (m−1)(c)− f (m−1)(a)

c− a

を得る．
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以下は有限増分型のテイラーの定理と言えそうである．

命題 37 (Peano型のテイラーの定理). f を aの十分近くで定義された m階微分可能関
数としよう．このとき Rm(f, a;x) ∈ o(|x− a|m)(x → a) が成り立つ．

有限増分の定理を使った証明. Rm(f, a;x) は点 a で m 階微分可能で点 a での m 階微分
係数は 0である．よって任意に ϵ > 0を与えると aに十分近い xについて∣∣∣∣dm−1

x R(f, a;x)− dm−1
x R(f, a; a)

x− a
− 0

∣∣∣∣ ≤ m!ϵ

が成り立つ．dm−1
x R(f, a; a) = 0 を用いると∣∣∣∣dm−1

x R(f, a;x)

x− a

∣∣∣∣ ≤ m!ϵ

がわかる．a < xならば定理 17を R(f, a;x)と g(x) = (x − a)m に用いて, x < aなら
ば R(f, a;x)と g(x) = (a− x)m に用いて,

|R(f, a;x)| ≤ ϵ|x− a|m

を得る．ϵは任意だったので Rm(f, a;x) ∈ o(|x− a|m)(x → a) である．

Cauchyの平均値の定理を使った証明. さて x に関する関数 g : (l.r) → R を g(x) =

(x− a)m と定義する．ところで

Rm(f, a; a) = g(a) = 0

であるので Cauchyの平均値の定理を Rm(f, x; a)と g，そして区間 [a, x]，または [x, a]

に用いると（aと xの大小関係によってどちらの区間をを使うかが変わる．）

Rm(f, a;x)

g(x)
=

dxRm(f, a; c1)

dxg(c1)

となる c1 が aと xの間に存在することがわかる．dxRm(f, a; a) = 0 であることを用い
て，c1 と aに対して再び Cauchyの平均値の定理を適用し

Rm(f, a;x)

g(x)
=

dxRm(f, a; c1)

dxg(c1)
=

d2xRm(f, a; c2)

d2xg(c2)

となる c2 が c1 と aの間に存在することがわかる．繰り返し m − 1回 Cauchyの平均値
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の定理を用いて

Rm(f, a;x)

(x− a)m
=

dm−1
x (Rm(f, a; c))

dm−1
x g(c)

=
dm−1
x Rm(f, a; c)

m!(c− a)
=

dm−1
x Rm(f, a; c)− dm−1

x Rm(f, a; a)

m!(c− a)

となる cが xと aの間に存在することがわかる．ここで x → aとすると c → aとなり，
Rm(f, x; a)の aにおけるm階微分係数が 0であることから

lim
x→a

Rm(f, x; a)

(x− a)n
=

dm

dxm
(Rm(f, x; a))|x=a = 0

よって Rm(f, x; a) ∈ o(|x− a|m)(x → a)である．

Gonçalvesの剰余項（定理 36）を使った証明. まず定理 36より xと aの間にある点 c

が存在して
Rm−1(f, a;x) =

(x− a)m

m!

f (m−1)(c)− f (m−1)(a)

c− a

が成り立つ．Rm(f, a;x) = Rm−1(f, a;x)− (x−a)m

m! f (m)(a) なので

|Rm(f, a;x)| ≤ |x− a|m

m!

∣∣∣∣f (m−1)(c)− f (m−1)(a)

c− a
− f (m)(a)

∣∣∣∣
である．xが aの十分近ければ cもそうなので

|Rm(f, a;x)| ≤ |x− a|m

m!
ϵ

とできる．よって Rm(f, x; a) ∈ o(|x− a|m)(x → a)である．

定理 38 (Lagrange 型のテイラーの定理). f : (l, r) → R を m 階微分可能関数とし、
a ∈ (l, r)とする。このとき任意の x ∈ (l, r)について aと xの間の点 θ が存在して

f(x) =
m−1∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i +

f (m)(θ)

m!
(x− a)m

を充たす。つまり、
Rm−1(f, x; a) =

f (m)(θ)

m!
(x− a)m

である。
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Gonçalvesの剰余項（定理 36）を使った証明. まず定理 36 より x と a の間にある点
γ が存在して

Rm−1(f, a;x) =
(x− a)m

m!

f (m−1)(γ)− f (m−1)(a)

γ − a

が成り立つ．さらに平均値の定理から aと γ の間にある cが存在して

f (m−1)(γ)− f (m−1)(a)

γ − a
= f (m)(c)

が成り立つ．cは xと aの間の点でもあるのでこれで証明が終わる．

Cauchyの平均値の定理を使った証明. 繰り返し Cauchyの平均値の定理を用いて

Rm−1(f, a;x)

g(x)
=

dmx (Rm−1(f, a; c))

dmx g(c)
=

f (m)(c)

m!

となる cが存在することがわかる。よって定理は示された。

Rolleの定理を使った証明. x = aならばもちろん定理は成り立つので x ̸= aとする．x

を固定して，M を

f(x) =
m−1∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i +

M(x− a)m

m!

を満たす（ xに依存する）定数である．そして g : (l, r) → Rを tの関数として

g(t) =
m−1∑
i=0

f (i)(a)

i!
(t− a)i +

M(t− a)m

m!
− f(t)

とする．このとき g(a) = g(1)(a) = · · · = g(m−1)(a) = 0 である．そして g(x) = 0なの
でロルの定理から g′1(c1) = 0となる．点が存在する．g(1)(a) = 0なので再びロルの定理
が使える．これをm回繰り返すと g(m)(c) = 0となる cが aと x の間に存在する．さて

g(m)(t) = M − f (m)(t)

なので t = cとしてM = g(m)(c) + f (m)(c) = f (m)(c) である．M の定義から

f(x) =
m−1∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i +

f (m)(c)

m!
(x− a)m

となることがわかる．
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定理 39 (積分形のテイラーの定理). f を aの十分近くで定義された Cm 級関数とする．

Rm−1(f, a;x) =
1

(m− 1)!

∫ x

a

f (m)(t)(x− t)m−1 dt

が成り立つ．

証明.

Ik =
1

(k − 1)!

∫ x

a

f (k)(t)(x− t)k−1 dt

とおく．まず，微分積分の基本定理より

R0(f, a;x) = f(x)− f(a) =

∫ x

a

f (1)(t) dt = I1

を得る．まず Rk−1(f, a;x) = Ik が成り立っているとする．このとき部分積分の公式より

Ik =
1

(k − 1)!

∫ x

a

f (k)(t)(x− t)k−1 dt

=
1

k!

[
−f (k)(t)(x− t)k

]t=x

t=a
+

1

k!

∫ x

a

f (k+1)(t)(x− t)k dt

=
f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

k!

∫ x

a

f (k+1)(t)(x− t)k dt

=
f (k)(a)

k!
(x− a)k + Ik+1

なので Rk−1(f, a;x) = Ik を踏まえると

Rk(f, a;x) = Ik+1

を得る．このことと帰納法から

Rm−1(f, a;x) =
1

(m− 1)!

∫ x

a

f (m)(t)(x− t)m−1 dt

がわかる．

以下の命題は Cm 級関数がWhitneyの意味で Cm 級であることを示している。

命題 40. f : (l, r) → R は Cm 級関数とする。このとき任意の k ≤ m と任意の点
p ∈ (l, r)と任意の ε > 0についてある δ > 0が存在して |x− p| < δ、|y − p| < δ ならば

|Rm−k(f
(k), x; y)| ≤ |x− y|m−kε

を充たす。

32



証明.

Rm−k(f
(k), x; y) = f (k)(x)−

m−k∑
i=0

f (k+i)(y)

i!
(x− y)i

であることに注意しよう。このとき Lagrangeのテイラーの定理から

f (k)(x) =
m−k−1∑

i=0

f (k+i)(y)

i!
(x− y)i +

f (m)(θ)

(m− k)!
(x− y)m−k

となる θ が xと y の間に存在する。よって

|Rm−k(f
(k), x; y)| ≤ |x− y|m−k

(m− k)!

∣∣∣f (m)(y)− f (m)(θ)
∣∣∣

が成り立つ。命題の主張は f (m) の連続性から直ちに従う。

7 多変数の場合
7.1 多重指数記法

Zn = Zn
≥0

とする。k ∈ Zn に対して
σk = k1 + k2 + · · ·+ kn

と定義する。また、k, l ∈ Zn に対して

k! = k1!k2! · · · kn!(
k

l

)
=

(
k1
l1

)(
k2
l2

)
· · ·

(
kn
ln

)
とし、

xk = xk1xk2 · · ·xkn

と定義する。
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7.2 定理
定理 41 (多変数のテイラーの定理（Lagrange）). U ⊂ Rn とし、f : U → Rを U 上の
m − 1 階微分可能関数で点 a ∈ U で m 階微分可能なものとする。このとき U の中で a

と直線を結べる xに対して、その直線上の点 θ が存在して

f(x) =
∑

σl≤m−1

fl(a)

l!
(x− a)l +

∑
σl=m

f(θ)

l!
(x− a)l

となる。つまり
Rm−1(f, x; a) =

∑
σl=m

f(θ)

l!
(x− a)l

証明. F (t) = f(a + t(x − a))と t = 0, 1に Lagrangeのテイラーの定理を適用すればよ
い。

以下の命題は Cm 級関数がWhitneyの意味で Cm 級であることを示している。

命題 42. 任意の点 p ∈ U と任意の ε > 0についてある δ > 0が存在して ∥x − p∥ < δ、
∥y − p∥ < δ ならば

∥Rm−k(f
(k), x; y)∥ ≤ ∥x− y∥m−kε

を充たす。

証明. Lagrangeのテイラーの定理と δ 近傍の凸性から直ちに従う。

多変数の場合にもペアノ型のテイラーの定理は適当な仮定の下に成り立つがここでは省
略する。

日本語の文献は適当に並べている．日本語でない参考文献はカテゴリーごとにアルファ
ベット順に並んでいる．
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[9] J. Dieudonné, Foundation of modern analysis, Academic Press, 1960.

[中間値の定理に関する論文]

[10] S. B. Nadler, Jr. A proof of Darboux’s theorem, Amer. Math. Monthly, 117 (2)

(2010), 174–175.

[11] L. Olsen, A new proof of Darboux’s theorem, Amer. Math. Monthly, 111 (8)

(2004), 713–715.

[平均値の定理に関する論文]

[12] R. Almeida, An elementary proof of a converse mean value theorem, Internat.

J. Math. Ed. Sci.Tech., 39 (8) (2008), 1110–1111.

[13] R. P. Boas, Jr. Lhospital’s rule without mean-value theorems, Amer. Math.

Monthly, 76 (9) (1969), 1051–1053.
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