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この文章ではユークリッド空間の可算稠密推移性を紹介する．つまり，n 次元ユーク
リッド空間 Rn の可算稠密集合 A, B が与えられたときに同相写像 f : Rn → Rn が存在
して f(A) = B が成り立つことを証明する．

1 準備：n = 1の場合
以下の定理の証明は [1]を参照のこと．

定理 1. 最大値及び最小値を持たない可算で自己稠密な線形順序集合は互いに順序同型で
ある。特に有理数と順序同型である。

補題 2. A, B を Rの可算稠密集合とする．このときそして全単射 f : A → B は順序を
保つ写像とする．このとき f は連続写像になる．

証明. Aと B の番号付けを A = {ai}, B = {bi}としてさらに f(ai) = bi が成り立つよ
うにする．(Aの番号付けを先に与えて，f(ai) = bi によって B の番号付けを定義すれば
良い) 任意に ϵ > 0をとり，任意に an ∈ Aを与える．このとき f(an) = bn であり，B の
稠密性から bN , bM ∈ B が存在して

bn − ϵ < bN < bn < bM < bn + ϵ(1)

が成り立つ．このとき f が順序を保つことから集合 A∩ (aN , aM )は an の開近傍になる．
そして x ∈ A ∩ (aN , aM ) について式 (1)と f が順序を保つことから |f(x)− bn| < ϵ と
なるので，f は an で連続である．よって f は A上連続である．

補題 3. A を R の稠密可算集合とし，S ⊂ A は最大元を持たず，u, v ∈ A が v ∈ S と
u < v を満たすならば u ∈ S を満たすときある y ∈ R が存在して S = A ∩ (−∞, y)を満
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たす．このとき A \ S = A ∩ [y,∞) である．

証明. y = supS とすれば良い．

定理 4. Aと B を Rの可算稠密部分集合とする．このとき順序を保つ写像 f : A → B は
同相写像 f : R → Rで f(A) = B を満たすものに拡張される．

証明. A,B を R の稠密可算集合とすると、これらは Q と同型である. よって特に A と
B は順序同型なのでその順序同型写像を f : A → B とする．適当に A, B を番号付けし
て f : A → B を f(ai) = bi と定義したときに順序同型になるようにする．今からこの
写像を R全体に拡張することを考えよう．x ∈ Rについて Rx = (−∞, x), Lx = [x,∞)

とする．このとき f は順序を保つなので Sx = f(A ∩ Rx), Tx = (A ∩ Lx) とおくと Sx

は u, v が u < v かつ v ∈ Sx を満たすならば u ∈ Sx を満たし，Sx には最大元が存在し
ないのである y ∈ R が存在し Sx = B ∩ (−∞, y) となる．同様に Tx = B ∩ [y,∞) と
なる．そこでこの y を用いて f(x) = y と定義する．ここでもし x = ai ならば y = bi

になることに注意しよう．この f : R → Rが連続であることを証明しよう．まず，f が
順序を保つことを証明しよう．つまり x < y ならば f(x) < f(y)である．これを証明す
るためにまず x < an < y という an ∈ A が A の稠密性から存在することに注意しよ
う．すると bn ̸∈ Sf(x) と bn ∈ Sf(y) が成り立つことからわかる．特に bn ∈ Tf(x) なので
f(x) ≤ bn < f(y)なので f が順序を保つことがわかる．このことから特に f は単射であ
る．任意に ϵ > 0と x ∈ Rを取る．すると B の稠密性から bN と bM が存在して

f(x)− ϵ < bN < f(x) < bM < f(x) + ϵ(2)

が成り立つ．写像 f が順序を保つことから aN < x < aM がわかる．つまり (aN , aM ) は
x の開近傍となる．任意の z ∈ (aN , aM ) を取ると f が順序を保つことと式　 (2) から
|f(z)− f(x)| < ϵ がわかるので f が連続であることがわかる．さて，f−1 : A → B も同
じように拡張を施して連続写像 g : B → A を得る．このとき任意の n ∈ Z≥0 について
g(f(an)) = an と f(g(bn)) = bn がわかるので f と g の連続性から任意の x ∈ Rについ
て f(g(x)) = xと g(f(x)) = x がわかるので f , g は互いに逆写像であるから f が同相写
像であることがわかる．f の定義から f(A) = B なので定理が示された．

2



2 本文：一般の場合
補題 5. n ∈ Z≥1 として s ∈ Rn とする．そして v = (x1, . . . , xn) ∈ Rn×n と i ∈
{ 1, . . . ,m } および a ∈ Rn に対して Sp(v, i, a) を {xk}k ̸=i と aから生成される Rn の線
形部分空間とする．このとき集合

Ta,i = { (x1, . . . , xn) ∈ Rn×n | rankSp(v, i, a) = n }

は Rn×n のなかで稠密開集合である．

証明. v = (x1, . . . , xn) ∈ Rn×n に対して f(v)を行列 (x1, . . . , xn) の第 i列を aに変え
た行列の行列式を表すことにする．すると f は n×n次多項式であり，恒等的に 0ではな
い．よって f(v) ̸= 0となる v は稠密に存在し (多項式に関する一致の定理, [2]を参照の
こと)，またこのような v 全体は開集合をなす．そして rankSp(v, i, a) = nと f(v) ̸= 0

は同値なのでこれで証明が終わる．

v = (x1, . . . , xn) ∈ GL(n) と a ∈ Rn に対して prv,i(a) で基底 x1, . . . , xn に関する a

の第 i成分を表すとする．つまり a =
∑n

i=1 prv,i(a)xi である．

定理 6. n ∈ Z>0 とする．S を Rn の可算な部分集合で 0 ̸∈ S とする．このとき基底
v = (x1, . . . , xn) ∈ Rn が存在して，任意の x ∈ S について pri(x) ̸= 0となるものが存
在する．

証明. GL(n)は Rn×n の稠密開集合であることに注意しよう．そして

T = GL(n) ∩
∩
a∈A

n∩
i=1

Ta,i

と定義する．すると各 Ta,i は稠密開集合なのでベールの範疇定理から T は Rn の稠密集
合となる．よって (x1, . . . , xn) ∈ S をとれば求める基底になる．なぜならばもしもそう
でないとするとある i と a ∈ S について prv,i(a) = 0 となるが，これは {xk}k ̸=i が張
る線型空間に aが属していることを意味し，それは rankSp(v, i, a) < nを導く．これは
v ∈ Ta,i に反するので定理が従う．

以下では prv,i(x)を単に xi や (x)i などと書いたりする．

定義 7. (x1, x2) ∈ Rn × Rn が一般の位置にあるとは、任意の i ∈ {1, . . . , n}について
(x1)i − (x2)i ̸= 0
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を満たすことである。集合 A ⊂ Rn が一般の位置にあるとは、任意の組 (x, y) ∈ A × A

が一般の位置にある時に言う。

定義 8. 一般の位置にある二つの組 (x1, x2), (y1, y2) ∈ Rn × Rn が共鳴的に場所取りし
ているとは、任意の i ∈ {1, . . . , n}について、(x1)i − (x2)i と (y1)i − (y2)i が同じ符号を
持つ時に言う。

定義 9. 番号付された二つの高々可算な、有限の場合には同じ濃度を持つ集合 A =

{ai}, B = {bi} ⊂ Rn が共鳴的に位置取りしているとは、任意の組 (i, j) ∈ N2 について、
(ai, aj)と (bi, bj)が共鳴的に位置取りしている時に言う。

補題 10. Aを Rn の可算部分集合とする。この時、Rn の基底 (v1, v2, . . . , vn)で、これ
による座標系において Aが一般の位置になるものが存在する。

証明. S = {x− y | x, y ∈ A } \ {0} に対して定理 6を適応すれば定理は従う．

命題 11. A,B を Rn の可算な稠密集合で、それぞれ一般の位置にあるとする。この時
A,B が共鳴的に位置取りするように番号付けできる。

証明. 帰納的に {ci} = A, {di} = B という列を以下のように作っていく．まず、c1 = a1,

d1 = b1, d2 = b2と定義する。次に iを (c1, ai)と (d1, d2)が共鳴的に位置取りするような
最小の自然数とする。そして、c2 = aiと定義する。Aが稠密であることから、このような
iは存在する。一般に偶数番まで ci と di が構成されたとしよう。つまり、c1, c2, . . . , c2j

と d1, d2, . . . , d2j が構成されたとしよう。この時 c2j+1 と d2j+1 を以下のように構成す
る。自然数 s を、c1, c2, . . . , c2j に属さない ai の番号の一番小さいものとする。この時
c2j+1 = as と定義する。次に自然数 tを c1, c2, . . . , c2j , c2j+1 と d1, d2, . . . , d2j , dt が共鳴
的に位置取りする番号の一番小さいものとする。そして d2j+1 = bt と定義する。
さらに c2j+2 と d2j+2 を以下のように構成する。自然数 p は d1, d2, . . . , d2j+1 に含ま
れない bp の一番小さい番号とする。そして d2j+2 = dq と定義する。次に、自然数 q を
c1, c2, . . . , c2j+1, aq と d1, d2, . . . , d2j+1, d2j+2 が共鳴的に位置取りしているようになる
aq のうち最小の番号とする。そして c2j+2 = aq と定義する。
以上の帰納的構成は、A,B が共に稠密であることから可能である。

定理 12. A,B を Rn の可算稠密集合とする。この時、同相写像 f : Rn → Rn が存在
して、

f(A) = B
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を充たす。

証明. 適当に基底と番号を取り替えて、A = {ai}, B = {bi} は共鳴的に位置取りして
おり，A と B は共に一般の位置にあるとしても良い．一般に ai = (ai,1, . . . ai,n), 一般
に ai = (bi,1, . . . bi,n) と表すことにする．A と B が一般の一になるように座標をとっ
ているので i ̸= j ならば任意の k ∈ {1, . . . , n} について ai,k ̸= aj,k かつ bi,k ̸= bj,k

となる．今 k ∈ {1, . . . , n} に対して Ak = πk(A), Bk = πk(B) とする．ここで πk は
k 番目の座標の射影である．すると Ak と Bk は R の可算稠密部分集合でさらに共鳴
的に番号付けされていることから fk(ai,k) = bi,k で定義すると fk は順序を保つ同型
写像になる．(もし A と B が一般の位置になければ潰れる番号もあるので，このよう
に f を定義しても順序同型にならないし，そもそも f が定義できなかったりする．)

ここで定理 4 より，fk は同相写像 fk : R → R で fk(Ak) = Bk になるものに拡張
できる．いま f : Rn → Rn を f(x) = (f1(x1), . . . , fn(xn)) と定義しよう．このとき
ai = (ai,1 . . . , ai,n) について f(ai) = (f1(ai,1), . . . , fn(ai,n)) = (bi,1 . . . , bi,n) なので
f(A) = B である．g(x) = (f−1(x1), . . . , f

−1(xn)) とすれば g は f の逆写像になる．
よって f は同相写像である．
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