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この文章では可分距離化可能空間に関する位相次元論を 0 次元空間を元にして構築
する．
その応用として参考文献 [6]に紹介されている多様体の埋め込み定理のための次元論的
な補題、この文章で定理 27とされている命題を証明する．第二可算な位相多様体は可分
な距離付け可能空間であるという事実を知っておけば定理 27が第二可算多様体に適用す
ることができ、参考文献 [6]の多様体の埋め込み定理の大きな行間を埋めることができる
ことであろう。
多様体は局所コンパクトハウスドルフ空間であり、特に正則空間なので、第二可算な多
様体はウリゾーンの距離付け可能定理から距離付け可能である。ことが分かる。また第二
加算な空間は可分なので第二可算な多様体が可分であることもよくわかる。局所コンパク
トハウスドルフな空間が第二可算ならば距離化可能であることは，はてなブログ「電波通
信」の記事 [5]に書いてある．
後半の応用の話は既に私が記事化している [4]をそのまま引き写した．

1 次元論
この文章ではスタンダードな次元論とは異なり，0次元空間の和集合によって次元を定
義している．これは多様体の埋め込み定理で本質的に 0次元部分空間の和集合に分解する
定理を用いているから最初からそれを定義にしたものである．埋め込み定理の証明を理解
するためにはこの節の定理 13 と補題 24 が分かれば十分である．一応先人に敬意を払っ
て小さい帰納的次元 ind と同じものであることも証明してはいる．
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1.1 本文
定義 1. dimT X = −1 であるとは X = ∅ と定義する．

定義 2. 位相空間 X の部分集合 S が clopenであるとは，S が開かつ閉集合であるとき
にいう．

定義 3. X を可分距離化可能空間とする．このとき X が 0次元であるとは X が空集合
ではなく X の clopen 集合からなる開基が存在する時にいう．このとき dimT X = 0 と
表す．

定義 4. n ∈ Z≥0 とし，X を可分距離化可能空間とする．このとき整数 dimT X を以下
を満たす最小の整数 m で定義する．X の m + 1 個の部分空間 X0 . . . , Xm が存在して
dimT Xi ≤ 0 とX =

∪m
i=0Xi を満たす．この定義のもと，dimT X ≤ nとはX の n+1

個の部分空間X0 . . . , Xn で dimT Xi ≤ 0 とX =
∪n

i=0Xi を満たすものが存在すること
を意味する．また，dimT は位相不変量であることがわかる．

dimT の定義から直ちに次の二つのことがわかる．

補題 5. X を可分距離化可能空間とし，S ⊂ X とする．この時 dimT S ≤ dimT X が成
り立つ．

補題 6. X を可分距離化可能空間とし，A,B ⊂ X とする．この時 dimT A ≤ n かつ
dimT B ≤ 0ならば dimT A ∪B ≤ n+ 1 が成り立つ．

補題 7. X を可分距離化可能空間とする．BをX の開基とする．このとき B の部分集合
Aで開基になりさらに card(A) ≤ ℵ0 を満たすものが存在する．

証明. X は可分距離化可能空間なのでその部分集合も可分距離化可能である．よって X

の任意の部分集合はリンデレフである．X の可算な開基 C を取る．任意の U ∈ C に
対して B が開基であることと，U がリンデレフであることから可算集合 AU ⊂ B で∪

V ∈AU
V = U となるものが存在する．そして

A =
∪
U∈C

AU

とおけば Aが求めるものになっている．
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系 8. X を可分距離化可能空間とする．このとき dimT ≤ 0 であることと，可算開基で
あって clopenな集合からなるものが存在することは同値である．

補題 9. X を可分距離化可能空間とするこのとき dimT X ≤ 0であることと任意の X 内
の交わらない二つの閉集合G,H に対して clopen集合Oが存在してG ⊂ OとH∩O = ∅
を満たすことは同値である．

証明. 後半の条件から dimT X ≤ 0 が導かれるのは明らかなので逆を示す．
今 dimT X ≤ 0 なので各点に可算な近傍形で clopen なものからなるものが存在する．
そのようなものを p ∈ Gについて Np と表すことにする．さらに H が閉集合であること
から任意の V ∈ Npについて V ∩H = ∅ と仮定してもよい (必要なら {S∩ (X \H)}S∈Np

と置き換えれば良い)．そして X \ Gも次元が 0以下なので clopenな集合からなる開基
B が存在する．このとき集合族 ∪

p∈G

Np ∪ B

は X の開基になるので補題 7 からこの集合族の部分族で可算な開基 {Ui}i∈Z≥0
が存

在する．ここで Ui ∩ G ̸= ∅ ならば Ui ∩ H = ∅ に注意しよう．そして V0 = U0 で
Vi = Ui \

∪i−1
j=1 Ui と定義する．すると各 Vi は開集合で X =

∪
i Vi となる．そして

O =
∪

Vi∩G ̸=∅

Vi

とすると
X \O =

∪
Vi∩G=∅

Vi

なので O は clopen であり，G ⊂ O を満たす．さらに Vi について Vi ∩ G ̸= ∅ ならば
Vi ∩H = ∅なので H ⊂ X \O となるから O は求める集合になっている．

命題 10. X を空でない可分距離化可能空間とする．もしも可算個の閉集合 {Ai}i∈Z≥0
で

dimT Ai ≤ 0 と X =
∪

i∈Z≥0
Ai を満たすならば dimT X = 0である．

証明. X が補題 9 の条件を満たすことを証明しよう．X の交わらない二つの閉集合 G,

H を与える．帰納的に Pi と Qi, Ri, Li を構成する．まず G∩A0 とH ∩A0 は A0 のな
かの交わらない閉集合である．A0 は 0次元空間なので補題 9より A0 の中のある clopen

集合 P0 と Q0 が存在して

(1) G ∩A0 ⊂ P0
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(2) H ∩A0 ⊂ Q0

(3) P0 ∩Q0 = ∅
(4) P0 ∪Q0 = A0

を満たす．
さて A0 は閉集合だから P0 と Q0 は X の閉集合でもあるし，G ∪ P0 と H ∪Q0 は X

の交わらない閉集合である．ここで X の正規性*1を用いて以下を満たす X 二つの開集合
R0 と L0 を得る．

(1) G ∪ P0 ⊂ R0

(2) H ∪Q0 ⊂ L0

(3) CL(R0) ∩ CL(L0) = ∅

一般に Pi, Qi Ri, Li を帰納的に以下を満たすように定義する．

(1) Pi と Qi は Ai の clopen集合
(2) CL(Ri−1) ∩Ai ⊂ Pi

(3) CL(Li−1) ∩Ai ⊂ Qi

(4) Pi ∩Qi = ∅
(5) Pi ∪Qi = Ai

(6) Ri, Li は X の開集合
(7) CL(Ri−1) ∪ Pi ⊂ Ri

(8) CL(Li−1) ∪Qi ⊂ Li

(9) CL(Ri) ∩ CL(Li) = ∅

このように構成できることは各 Ai が clopenであることと X の正規性からわかる．この
とき以下が満たされる

(1) Ai ⊂ Ri ∪ Li

(2) CL(Ri−1) ⊂ Ri

(3) CL(Li−1) ⊂ Li

そして R =
∪

iRi, L =
∪

i Li とすると R と L は開集合である．そして X =
∪

iAi ⊂
R ∪L なのでX = R ∪Lである．また矛盾を導き出すために x ∈ R ∩Lとなる xがもし

*1 距離化可能空間は常に正規である．
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も存在したとすると x ∈ Ri と x ∈ Lj となる i, j が存在するが k = max{i, j} とすると
x ∈ Rk ∩ Lk = ∅ となり矛盾する．つまり R ∩ L = ∅である. Rと Lは交わらない開集
合で定義から G ⊂ Rと H ⊂ L を満たす．そして R ∪ L = X なので Rと Lは閉集合で
もある．このことは補題 9から dimT X = 0を意味する．

定義 11. X を位相空間とする．X の部分集合 S が Fσ であるとは S がX 内の可算個の
閉集合の和集合として表される時にいう．

系 12. 可分距離空間が 0次元であるような可算個の Fσ 集合の和集合で表されるのなら
ば全体空間も 0次元である．

定理 13. n ∈ Z≥0 とする．X を可分距離空間とする．このとき X の可算個の Fσ 集合
{Ai}i∈Z≥0

が存在し dimT Ai ≤ nと X =
∪

iAi を満たすならば dimT X ≤ nである．

証明. nに関する帰納法で証明する．n = 0の時は既に命題 10で証明されている．n+ 1

より小さい数では定理が成り立つとする．このとき可算個の閉集合 {Ai}i∈Z≥0
が存在

し dimT Ai ≤ n + 1 と X =
∪

iAi を満たすと仮定してもよい．このとき B0 = A0,

Bi = Ai \
∪i−1

j=0Aj と定義する．すると各 Bi は Fσ 集合であり dimT Bi ≤ n+ 1 を満た
しさらに Bi たちは交わらずX =

∪
iBi が成り立つ．さて dimT ≤ n+ 1の定義から各 i

について Bi の部分集合Mi とNi で dimT Mi ≤ nと dimT Ni = 0 となる．M =
∪

iMi

と N =
∪

iNi と定義する．各Mi は互いに交わらないのでMi = M ∩ Bi となる．よっ
てMi はM のなかで Fσ 集合である．よって帰納法の仮定より dimT M ≤ n となる．同
様に dimT N = 0である．X はM と N の和集合なので，補題 6から dimT X ≤ n+ 1

が成り立つ．

さて今から dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n を証明する．ここで，Sn とは n次元球面で
ある．

補題 14. n ∈ Z≥0 とする．このとき Qn は 0次元である．

証明. 一点集合は閉集合でなおかつ 0次元なので命題 10からわかる．

補題 15. n ∈ Z≥0 とする．このとき (R \Q)n は 0次元である．

証明. 点 x = (x1, . . . , xn) ∈ (R \Q)n をとる．任意に ϵ > 0をとり，各 i ∈ {1, . . . , n}に
ついて ηi, κi > 0 を

(1) 各 iについて ηi < ϵかつ κi < ϵ
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(2) (x1 − η1, . . . , xn − ηn) ∈ Qn

(3) (x1 + κ1, . . . , xn + κn) ∈ Qn

を満たすようにとる．(2), (3) の条件を満たす ηi, κi が存在するのは Q が R の中でが稠
密だからである．U =

∏n
i=1(xi − ηi, xi + κi) かつ C =

∏n
i=1[xi − ηi, xi + κi] とおく．

これらの集合について U ∩ (R \ Q)n = C ∩ (R \ Q)n なので U ∩ (R \ Q)n は (R \ Q)n

の clopen集合であり，xの近傍でもある．ϵは任意なので各点 xについて (R \Q)n 内の
clopenな近傍系が存在することがわかった．よって dimT (R \Q)n = 0 である．

補題 16. n ∈ Z≥0 とする．このとき dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つ．

証明. k ∈ {0, . . . , n} について Ek ⊂ Rn を Rn の部分集合で高々 k 個の座標が有
理数になっている点全体とする．今から dimT Ek = 0 を証明する．今 En = Qn か
つ E0 = (R \ Q)n なので補題 14, 15 から dimT En = dimT E0 = 0 がわかる．よ
って k ∈ {1, . . . , n − 1} について dimT Ek = 0 を証明する．Z(k) を {1, . . . , k} の
濃度がちょうど k 個の部分集合全体とする．そして σ = {i1, . . . , ik} ∈ Z(n, k) と
v = (v1 . . . , vk) ∈ Qn について A(σ, v)を任意の j ∈ {1, . . . , k}について第 ij 座標が vj

になるような Rn の点全体とし，B(σ, v) を任意の j ∈ {1, . . . , k} について第 ij 座標が
vj になり，それ以外の座標が無理数に属するような Rn の点全体の集合とする．このと
き Ek の定義から任意の σ = {i1, . . . , ik} ∈ Z(n, k) と v = (v1 . . . , vk) ∈ Qk について
Ek ∩ A(σ, v) = B(σ, v) となる．ゆえに B(σ, v)は Ek の閉集合である．さらに B(σ, v)

は (R \Q)n−k と同相なので 0次元である．さて Ek の定義から

Ek =
∪

σ∈Z(n,k)

∪
v∈Qk

B(σ, v)

が成り立ち，各 B(σ, v) は Ek の閉集合かつ 0 次元で Z(n, k) と Qn−k は高々可算集
合なので命題 10 から dimT Ek = 0 が従う．さらに明らかに Rn =

∪n
k=0Ek なので

dimT Rn ≤ nがわかる．次に Sn について考えよう．は Rn の一点コンパクト化であり，
Sn = (E0 ∪{∞})∪

∪n
k=1Ek である．そして命題 10から dimT (E0 ∪{∞}) = 0 なので，

dimT Sn ≤ n がわかる．

注意. 一般に dimT Rn = dimT Sn = n が示せるが，証明は面倒である．この文章で行う
理論展開のためには dimT Rn ≤ n がわかっていれば良い．
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1.2 蛇足:小さい帰納的次元とか
定義 17. X を位相空間とする．S ⊂ X とする．このとき S の境界集合を ∂XS で表す．
x ∈ ∂XS であるとは任意の xの近傍H についてH ∩S ̸= ∅かつH \S ̸= ∅ を意味する．
一般に ∂XS = CLX S \ IntX S である．ここで CLX , IntX は X における閉包と開核を
表す．

補題 18. X を位相空間とし，A ⊂ S ⊂ X とする．このとき ∂SA ⊂ S ∩ ∂XA が成り
立つ．

証明. 一般に位相空間 T とM ⊂ T について P ⊂ M ⊂ H となる開集合 O と閉集合 C

について ∂TM ⊂ H \ P であり，∂TM = CLT (A) \ IntT (A) に注意しよう．
さて，O = IntX Aで C = CLX Aとおく．すると O ∩ S と C ∩ S はそれぞれ S の開
集合と閉集合で O ∩ S ⊂ A ⊂ C ∩ S を満たす．よって ∂SA ⊂ (C ∩ S) \ (O ∩ S) を満た
す．ここで (C ∩ S) \ (O ∩ S) = (C \ O) ∩ S = (CLX A \ IntX A) ∩ S = ∂XS となる．
これは ∂SA ⊂ ∂XS を意味する．

補題 19. X を位相空間とし，N ⊂ A ⊂ X とする．すると N が Aの開集合であるとき
∂AN = A ∩ (CLX(N) \N) が成り立つ．

証明. まず ∂A(N) = CLA(N) \ IntA(N) である．ここで N は A の開集合なので
IntAN = N である．そして CLA(N) = A ∩ CLX N なので*2すると ∂A(N) =

CLA(N) \ IntA(N) = A ∩ CLX N \N = A ∩ (CLX N \N) が成り立つ．

補題 20. X を可分距離化可能空間とし，AをA ⊂ X で dimT A = 0とする．このとき任
意の p ∈ AとX 内の pの開近傍 U に対してX 内の開集合W が存在して A∩ ∂XW = ∅
を満たす．

証明. まず dimT A = 0より A内の pの clopenな近傍 N ⊂ Aで N ⊂ U ∩ A となるも
のが存在する．ここで ∂AN = ∅に注意しよう．いまN と A \CLX(N)について考える．

*2 この等式は一般に成り立つ
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明らかに CLX(N) ∩ (X \ CLX(N)) = ∅ であり，さらに

CLX(A \ CLX(N)) = A ∩ CLA(A \ CLX(N))

= A ∩ CLA(A \ (A ∩ CLX(N))) = A ∩ CLA(A \ CLA(N))

= CLA(A \ CLA(N)) = (A \ CLAN) ∪ ∂AN
= (A \ CLAN)

なのでN∩CL(A\CLX(N)) = ∅である．以上のことからN とA\CLX Aは互いにもう
一方の閉包と交わらない．よってXの完全正規性からXの開集合W が存在してN ⊂W

と CLX(W )∩ (A \CLX(N)) = ∅を満たす．後半の条件から A∩CLX W ⊂ A∩CLX N

がわかる．必要ならW を U ∩W に置き換えてW ⊂ U としてもよい．さて以上と補題
19を踏まえると

A ∩ ∂XW = A ∩ (CLX(W ) ∩ (X \W )) ⊂ A ∩ CLX(N) ∩ (X \N)

= A ∩ (CLX(N) \N) = ∂AN = ∅

を得る．ゆえに A ∩ ∂XW = ∅がわかる．

定理 21. X を可分距離化可能空間とする．この時 dimT X ≤ n であることと X の開基
{Vi}i∈Z≥0

が存在して dimT ∂XVi ≤ n− 1 であることは同値である．

証明. 最初にまず dimT X ≤ n と仮定する．すると X の部分集合 A0, . . . , An が存在し
て dimT Ai ≤ 0 と∪n

i=0Ai = X を満たす．補題 20より，各 iと各 p ∈ Aについて pの
X 内の開近傍系 Np,i が存在して，任意の V ∈ Np,i について Aj ∩ ∂XV = ∅ を満たす．
このとき ∂XV はは Ak ∩ ∂V (k ̸= i) の和集合なので dimT ∂XV ≤ n − 1である．そし
て集合族

n∪
i=0

∪
p∈Ai

Np,i

は X の開基になるので補題 7 より可算な開基 {Vi}i∈Z≥0
が存在し dimT ∂XVi ≤ n − 1

を満たす．
逆を示そう．今 X の開基 {Vi}i∈Z≥0

が存在して dimT ∂XVi ≤ n− 1 を満たすとする．
このとき定理 13 より S =

∪
i∈Z≥0

∂XVi は dimT S ≤ n−1を満たす．さらに A = X \S
とおくと，{A∩ Vi}i∈Z≥0

は Aの開基になる．そして補題 18より ∂AVi ⊂ A∩ ∂XVi = ∅
なので dimT A ≤ 0がわかる．そして X = S ∪ Aなので補題 6 より dimT X ≤ nがわ
かる．
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定義 22 (小さい帰納次元). 空間 X の小さい帰納次元を帰納的 indX に次のように定義
する。
indX = −1 ⇐⇒ X = Øとし、n− 1まで定義されたとして
indX ≤ n ⇐⇒ X の任意の点 xと xの任意の近傍 U に対して xの近傍 N が存在して

ind(BdryN) ≤ n− 1かつ N ⊂ U を充たす。
と定義する。ちなみに indX = nとは indX ≤ nかつ n− 1 < indX である。

定理 21から次のことが従う．

系 23. 可分距離化可能空間 X について indX = dimT X

注意. 本来は indを定義したのちに ind ≤ nならば n + 1個の 0 次元空間の和集合とし
てかけることを証明するのだが，この文章では逆にそちらを位相次元の定理にしている．

補題 24. n ∈ Z≥0 とする．このとき dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つ．

indを使った別証明. m ∈ Z≥1 とする．Rm+1 と Sm+1 はともに境界が Sm となる開集
合からなる開基を持つ．よって dimT Rm+1 ≤ dimT Sm と dimT Sm+1 ≤ dimT Sm が成
り立つ．S1 は境界が 2点になるような開集合からなる開基を持つから dimT S1 ≤ 1 であ
る．もしくは Rが有理数と無理数という二つの 0 次元集合の和であることと S1 が Rの
一点コンパクト化であることを用いても dimT S1 ≤ 1 であることがわかる．よって帰納
的に dimT Rn ≤ nと dimT Sn ≤ n が成り立つことがわかる．

2 応用
この節では多様体をユークリッド空間に埋め込む話をする．
まず部分空間の開集合をもとの空間の開集合に持ち上げるための次の補題から始まる。

補題 25. 空間 X の部分空間 Aの開集合 U について

B(U) = {x ∈ X| d(x, U) < d(x,A \ U)}

と置くと、B(U)はX の開集合であり、B(U) ∩A = U を充たす。ここで dとはX の距
離の一つである。
さらに Aの二つの開集合 U, V について U ∩V = Øならば B(U)∩B(V ) = Øである。

証明. やるとわかる。
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命題 26. 第二可算な n次元位相多様体M について

dimT M ≤ n

証明. 局所ユークリッド性と第二可算性と dimT Rn ≤ n と定理 13 から命題が成り立つ
ことがわかる．もしくは境界が Sn−1 と同相な開集合からなる開基が存在することと系
23からもわかる．

定理 27. 空間 X は dimT X ≤ nを充たすとする。そして U を空間 X の開被覆とする。
このとき U の細分である X の局所有限な開被覆 V と開集合からなる（被覆とは限らな
い）n+ 1個の族W0,W1, . . . ,Wn が存在して

V = W0 ∪W1 ∪ · · · ∪Wn

及び
各 iについてWi は互いに素な族である。

を充たす。

証明. 空間 X は距離化可能空間であるから X と同じ位相を生成する距離を一つ固定して
dとする．さらに X はパラコンパクト*3であるので U の細分である局所有限な開被覆で
ある C が存在する。ところで X は可分距離空間なので特にリンデレフであるから C は可
算であるとしても一般性を失わない。C = {Uk}k∈N としよう。
さて dimT X ≤ nから n+ 1個の高々 0次元部分空間 {Ai}ni=0 が存在してX =

n∪
i=0

Ai

を充たす。
ここで各 iについて Ai 上で Ai の被覆 {Ai ∩ Uk}k∈N を考えよう。Ai は 0次元なので
開かつ閉な開基を持つ。また可分でもあるので {Ai ∩ Uk}k∈N の細分で高々可算な開かつ
閉な集合からなる Ai の被覆 {O(i)

l }l∈N が存在する。これを用いて

G
(i)
1 = O

(i)
1 , G

(i)
j = O

(i)
j \

∪
l<j

O
(i)
l (j ≥ 2)

と定義すると {G(i)
j }j∈N は Ai の開集合からなる*4Ai の被覆で {Ai ∩ Uk}k∈N の細分にな

る。また定義から明らかに a ̸= bならば G
(i)
a ∩G(i)

b = Øであるので {G(i)
j }j∈N の元は互

*3 一般に距離空間はパラコンパクトであるが、可分距離空間のパラコンパクト性は一般的なそれよりも容易
に証明できる。

*4 Ai の閉集合でもあるが、そのことは使わない。
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いに素である。そして {I(i)a }a∈N を

I
(i)
1 = {j ∈ N | Gj ⊂ U1}

とし、m− 1まで I
(i)
a が定義されてるとして

I(i)m = {j ∈ N | Gj ⊂ Um} \
m−1∪
a=1

I(i)a

と帰納的に定義しよう。そしてこれを用いて

P (i)
a =

∪
s∈Ia

G(i)
s

と定義しよう。するとこれは Ai の開集合であり、{P (i)
a }a∈N は Ai の被覆となり、定義か

ら明らかに {P (i)
a }a∈N は互いに素な族である。

これを用いて Q
(i)
m = B(P

(i)
m ) ∩ Um と定義しよう。（補題 25参照）このとき補題 25か

ら {Q(i)
m }m∈N は互いに素な族となり、Ai を被覆する。（ただし Q

(i)
m は空である場合もあ

る。）また、Q(i)
m ⊂ Um から {Ui}i∈N の細分になっている。さて、任意の点 x ∈ X につい

て C の局所有限性を担保する xの近傍を N とすると、一般に
N ∩Q(i)

m ̸= Ø =⇒ N ∩ Um ̸= Ø

が成り立つことから {Q(i)
m }m∈N は局所有限な族であることが分かる。（ただし X の被覆

であるとは限らない）
各 i = 0, 1, . . . , n ごとに存在する {Q(i)

m }m∈N を Wi とすれば Wi は互いに素な族
であり、かつ局所有限であり、かつ C = {Uk}k∈N の細分となっている。そして V =

W0 ∪W1 ∪ · · · ∪ Wn と置けば各Wi が局所有限で C = {Uk}k∈N の細分であることから
V は局所有限であり、C = {Uk}k∈N の細分となる。また Ai ⊂

∪
Wi で X =

n∪
i=0

Ai なの

で V はX の被覆となる。C = {Uk}k∈N が U の細分であることから V は U の細分である
ことが分かる。
以上で証明は終わった。

3 埋めこみ定理
定義 28 (開収縮). 位相空間 X の開被覆 U に対して {VU | U ∈ U}が開収縮であるとは
{VU | U ∈ U}が X の開被覆であって、任意の U ∈ U について

CL(VU ) ⊂ U
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を充たすこと。

以下の補題の証明は [2]を参照のこと．

補題 29. 位相空間 X について X が正規であることと X の点有限開被覆に開収縮が存
在することは同値である．

定義 30. 連続写像 f : X → Y に対し
L(f) = {y ∈ Y | xi → ∞となる {xi}が存在して f(xi) → y となる }

と定義する。これを f の極限集合と呼ぶ。

次の命題の証明は [3]を参照のこと．

命題 31. f : X → Y を単射と仮定する。このとき
f が埋め込み ⇐⇒ L(f) ∩ f(X) = Ø

さていよいよ多様体のユークリッド空間への埋め込みの存在の証明をする．

定理 32. N を n次元 Cr 級多様体とする。このとき Embr
(
N,R(n+1)2

)
̸= ∅

証明. N の相対コンパクトな局所座標系を Aに対して定理 27を用いて、Aの細分 B と
開集合からなる（被覆とは限らない）n+ 1個の族 U0,U1, . . . ,Un が存在して

B = U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un

及び
各 iについて Ui は互いに素な族である。

を充たす。必要ならば、各 iについて V,W ∈ Ui ならば CL(V ) ∩ CL(W ) = Øと仮定し
ても良い。適当に番号付して、

Uk = {U (k)
i }i∈N

とする。また正規性に関する補題 29 を用いて集合族の有限列 {Vk}nk=0 を
Vk = {V (k)

i }i∈N と番号付されていて

CL(V
(k)
i ) ⊂ U

(k)
i

を満たしかつ、V0 ∪V1∪, . . . ,∪Vn がN の被覆になっているようなものとする。また、同
様に集合族の有限列 {Wk}nk=0 をWk = {W (k)

i }i∈N と番号付されていて

CL(W
(k)
i ) ⊂ V

(k)
i
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を満たしかつ、W0 ∪W1∪, . . . ,∪Wn が N の被覆になっているようなものとする。
さて、A(k)

i を CL(V
(k)
i )となる Aの元とする。このとき A

(k)
i 上の局所座標で

(1) i ̸= j ならば ϕi(CL(Vi)) ∩ ϕj(CL(Vj)) = Ø

(2) xs ∈ Vis で xs → ∞ならば ϕjs(xs) → ∞

となるものが存在する。これは平行移動とかを鑑みれば存在がわかる．
そして f

(k)
i を V

(k)
i 上で 1の値をとり、U (s)

i の外では 0の値をとる N 上の Cr 級関数
とする。これを用いて

ψ(k)(x) =

{
f
(k)
j ϕ

(k)
j x ∈ U

(k)
i

0 x ̸∈
∪

i U
(k)
i

と定義する。ϕ(k)|V (k)
i = ϕ

(k)
i に注意しよう。

CL(W
(k)
i ) ⊂ V

(k)
i なので

ϕ
(k)
i (CL(W

(k)
i )) ⊂ ϕ

(k)
i (V

(k)
i )

である、滑らかな関数 g
(k)
i : Rn → Rを ϕ

(k)
i (W

(k)
i )上で 1、ϕ(k)i (V

(k)
i )のそとで 0の値

をとる関数とする。そして

ψ
(s)
i (x) =

{
g
(k)
j ◦ ϕ(k) x ∈ V

(k)
j

0 x ̸∈
∪

i V
(k)
i

として定義する。ψ(k)
j は Cr 級である。

l = (n+ 1)2 として Φ : N → Rl を

Φ(x) = (ψ(0)(x), . . . , ψ(n)(x), ϕ(0)(x), . . . , ϕ(n)(x))

として定義する。
今から Φは可微分な埋めこみであることを今から証明しよう．
まず Φの微分のランクが退化していないことは ψ(k) の定義からわかる．
次に単射性を調べよう。Φ(x) = Φ(y) とするとある k が存在して x, y ∈

∪
i V

(k)
i であ

る。よって ϕ(k)(x) = ϕ(k)(y)より x = y がわかる。
次に Φ が位相的埋め込みであることを示そう。L(Φ) を Φ の極限集合として, 命題 31

から L(Φ) = ∅を示せば Φが埋め込みであることがわかる．{xs}s∈N ⊂ N を xs → ∞と
なる列とする。このとき適当に部分列をとればある k に対して

xs ∈
∪
i

V
(k)
i
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となっていると仮定しても一般性を失わない。このとき局所座標 ϕ
(k)
i の定め方から

ϕ(k)(xs) → ∞となる。よって特に Φ(x) → ∞なので L(Φ) = ∅がわかる。

注意. この証明から Φは閉写像であることがわかる。

注意. いろいろ頑張れば，Embr(N,R2n+1) ̸= ∅ であることがわかるし，2n+ 1 ≤ N な
らば Embr(N,RN ) が可微分写像の空間の中で稠密であることがわかる．
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