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この文章では多項式に関する一致の定理を証明する．つまり実係数多項式 pの零点全体
の集合が内点を持つならば恒等的に 0に等しいことを証明する．
まず最初に初等的な行列式の計算を行う．

定理 1 (ファンデルモンドの行列式). n ∈ Z≥1 とする．このとき任意の x1 . . . , xn ∈ R
に対して ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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が成り立つ．

証明. nに関する帰納法で証明する．n + 1より小さい数では成り立つと仮定する．この
とき第 1行を各行から引くと∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1 xn
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2 xn
2

...
...

... . . .
...

...
1 xn x2

n . . . xn−1
n xn

n

1 xn+1 x2
n+1 . . . xn−1

n+1 xn
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1 xn
1

0 x2 − x1 x2
2 − x2

1 . . . xn−1
2 − xn−1

1 xn
2 − xn

1
...

...
... . . .

...
...

0 xn − x1 x2
n − x2

1 . . . xn−1
n − xn−1

1 xn
n − xn

1

0 xn+1 − x1 x2
n+1 − x2

1 . . . xn−1
n+1 − xn−1

1 xn
n+1 − xn

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となる．計算は次のページに続く
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さらに行列式の展開の性質から

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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となる．ここで第 k 列の −x1 倍をを k + 1列に足すと最後の両列式は
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となるので証明が終わる．

別証明. 与えられた行列式を pn(x1, . . . xn) とするとこれは x1 . . . , xn に関する多項式で
しかも各 xi に関する最高次数は n−1である．さて，行列式の性質から xi = xj とすると
pn = 0となる．ゆえに pnは xj−xiを因数にもつ．よって多項式 qn =

∏
i<j(xj−xi) に

よって pn を割り切ることができる．ここで多項式 qn について各 xi の最高次数は n − 1

であるから pn は qn の定数倍であることがわかる．つまり pn = anqn となる an ∈ Rが
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存在する．簡単に a1 = 1がわかり，また n+ 1の場合に x1 = 0とすると

pn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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となり，また

qn+1(0, x2, . . . xn) =

∏
j>1

xj

 · qn(x2, . . . xn)

なので an+1 = an がわかり，結局 an = 1 がわかるので，定理は成り立つ．

定理 2 (多項式に関する一致の定理). p を n 変数の実係数多項式とする．もしも p の零
点全体の集合 Z が内点を持つならば pは恒等的に 0となる．つまり pが定数 0に等しく
ないならば p(x) ̸= 0となる x ∈ Rn 全体の集合は Rn のなかで稠密になる．

証明その 1. nに関する帰納法で証明する．n + 1より小さい数では命題が成り立つと仮
定する．p(x1, . . . , xn, xn+1) についてこれは多項式なので，xn+1 に関する最高次数をm

として x = (x1, . . . , xn)として以下のように表すことができる．

p(x1, . . . , xn, xn+1) =
m∑
i=0

qi(x)x
i
n+1

ここで各 qi は x の多項式である．今 p の零点全体を Z と書くと，Z は内点を持つので
開集合 V ⊂ Rn と開集合 U ⊂ R が存在して V × U ⊂ Z となる．U から相異なる点
t1, . . . , tm+1 ∈ U を取ると k ∈ {1, . . . ,m+ 1}と x ∈ V について

m∑
i=0

qi(x)t
i
k = p(x, t) = 0

となる．これは次のように書くことができる．
1 t1 t21 . . . tm1
1 t2 t22 . . . tm2
...

...
... . . .

...
1 tn t2m . . . tmm+1




q0
q1
...
qm

 =


0
0
...
0


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先の定理から左辺に出てくる行列は可逆であることがわかるので，結局任意の x ∈ U と
i ∈ {1, . . . ,m}について qi = 0がわかる．よって各 qi の零点全体は内点を持つことがわ
かったので帰納法の仮定より，各 qi は恒等的に 0に等しい．よって pも恒等的に 0に等
しい．

証明その 2. 上の証明と同じく帰納法で証明する．同じ記号を用いる．Z の元を Rn+1 \Z
の元で近似できれば良い．(x, t) ∈ Z ⊂ Rn × Rとする．この時

m∑
i=0

qi(x)t
i = 0

となる．
Case1 : ある k ∈ {0, . . . ,m} について qk(x) ̸= 0 の場合．このときは p(x, t) を t

の多項式として見れば一変数なので一変数の場合から t に十分近い t′ ∈ R であって
p(x, t′) ̸= 0となるものが存在する．よって (x, t′)が求める Rn+1 \ Z の元である．
Case2: 全ての i ∈ {1, . . . ,m} について x が qi の零点だった場合．このときには帰
納法の仮定より x に十分近い各 qi の非零点になっているような x′ ∈ Rn が存在する．
p(x′, t) ̸= 0の場合は (x′, t) ∈ Rn+1 \ Z が求めるものになっている．p(x′, t) = 0の場合
には Case1に還元される．

証明その 3. n = 1の時には n次多項式は高々 n個の零点を持たないことから定理が成り
立つことがわかる．次に一般の nについて考える．Z の内点を aとする．このとき十分
小さい r ∈ Rが存在して開円盤 B = {x ∈ Rn | ∥x− a∥2 < r } は Z の部分集合となる．
ここで u ∈ B を任意にとり q : R → Rを q(t) = p(a + u · t) と定義する．すると q は t

に関する多項式であり，pが B 上で 0になることから q は t ∈ (−1, 1)の時 q(t) = 0とな
る．よって 1変数の場合から q は恒等的に 0 になる．u ∈ B は任意だったので pは全空
間で恒等的に 0になる．

証明その 4. まず最初に x ∈ Rn, y ∈ R として多項式 P (x, y) は y の一次式で割り算で
きることに注意しよう．さて，p(x, y) の零点が内点を持つとする. 内点 (a, b) について
p(x, b) は n変数として見たときに内点をもつよって帰納法の，仮定より p(x, b)は恒等的
に 0になる．つまり y = bは p(x, y)の零点になるので p(x, y)は (y − b)を因数に持つ．
p(x, y)の次数をmとして相異なる点 b1, . . . , bm+1 を任意の xについて p(x, bi) = 0 とな
るようにとると n変数多項式 Qが存在して p(x, y) = (y − b1) . . . (y − bm)Q(x) となる．
ここで y = bm+1 とすると 0 = (bm+1 − b1) . . . (bm+1 − bm)Q(x) なので Qは恒等的に 0

になる．つまり pも恒等的に 0 になる．
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証明その 5. 多項式は解析関数だから解析関数の一致の定理から従う．解析関数に関する
一致の定理は [3]や [4] を参照のこと．
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