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この文章では測度の直積を構成する．まず，有限個の場合を述べて，それの応用として
確率測度の無限直積の構成を述べる．最後に，有限測度の存在を前提としない確率測度の
無限直積測度の構成を紹介する．

1 基本的な定義のおさらい
簡単に基本的な定義と定理のおさらいをする．ブログ記事 [1], [2], [3] を参考にしても
良い．

定義 1 (σ 加法族と可測空間). 集合 X の部分集合族Mが σ 加法族であるとは

(1) A ∈ M =⇒ X \A ∈ M

(2) A,B ∈ M =⇒ A ∩B ∈ M

(3) {An}n∈N ⊂ M =⇒
⋃

n∈NAn ∈ M

を充たすときにいう．σ 加法族のことを完全加法族ともいう．このとき組 (X,M)を可測
空間などと言う. またMに属する集合を可測空間，もしくは (X,M)の可測集合などと
呼ぶ．
また，X の部分集合族 Sに対して，Sから生成される最小の σ 加法族を σ(S)と書く
ことにする．

定義 2 (有限加法族). 集合 X の部分集合族Mが有限加法族であるとは

(1) A ∈ M =⇒ X \A ∈ M

(2) A,B ∈ M =⇒ A ∪B ∈ M

を充たすときにいう．Mが有限加法族であるとき，A,B ∈ M =⇒ A ∩B ∈ M も成り立
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つことに注意しよう．

定義 3 (可測写像). 可測空間 (X,M)から可測空間 (Y,N)への写像

f : (X,M) → (Y,N)

が可測写像であるとは
∀N ∈ N f−1(N) ∈ M

を充たすことときにいう．どこの可測空間で可測であるかを強調して (M,N)可測写像と
呼んだりもする.

定義 4 (測度). 写像 µ : M → [0,∞]がX 上の σ加法族M上の測度であるとは µ(∅) = 0

を満たしかつ, 互いに交わらぬM の部分集合 {An}n∈N ⊂ M に対して

µ

(∐
n∈N

An

)
=

∞∑
n=0

µ(An)

を充たすときに言う．このとき三つ組 (X,M, µ)を測度空間ともいう．さらに µ(X) = 1

を満たすときに µを確率や確率測度などと呼ぶ．

命題 5. (X,M, µ) を測度空間とするとき以下の事が成り立つ．

{An}n∈N ⊂ M An ⊂ An+1 =⇒ µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An),(1)

{An}n∈N ⊂ M, An+1 ⊂ An, µ(A1) <∞ =⇒ µ

(⋂
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An).(2)

命題 6 (単関数近似). 測度空間 (X,M, µ)上の非負可測関数列 f に対して，非負単関数
の列 {sn}n∈N が存在して sn ≤ sn+1 と各 x ∈ X に対して limn→∞ sn(x) = f(x) が成り
立つ．

定理 7 (単調収束定理). 測度空間 (X,M, µ)上の非負可測関数列 {fn}n∈N が

fn ≤ fn+1

を充たすとし、f(x) := lim
n→∞

fn(x)と置く、このとき f は可測であり、

lim
n→∞

∫
X

f dµ =

∫
X

f dµ

が成立する。
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2 π-λ定理
測度の一致や集合族の一致を調べるのに便利な π − λ定理を紹介する．

定義 8 (π 系). X を集合とし，Aを X の部分集合族とする．このとき Aが π 系である
とは以下の条件を満たすときにいう．

∀A,B ∈ A A ∩B ∈ A.

また，X の部分集合族 Sに対して，Sから生成される最小の π 系を π(S)と書くことに
する．

定義 9. X を集合とし，Bを X の部分集合族とする．このとき Bが λ系であるとは以
下の条件を満たすときにいう．

(λ1) X ∈ B.

(λ2) ∀A,B ∈ B A ⊂ B =⇒ B \A ∈ B.

(λ3) {Ai}i∈N ⊂ B が単調な列ならば，⋃i∈NAi ∈ B.

また，X の部分集合族 Sに対して，Sから生成される最小の λ系を λ(S)と書くことに
する．

注意. 条件 (λ3)は以下の条件に置き換えても良い．

(λ′3) {Ai}i∈N ⊂ B が互いに素な列ならば，⋃i∈NAi ∈ B．

実際，(λ3)から (λ′3)が従うのは，(λ2)を使って，単調列 {Ai}i∈N ⊂ B から互いに素な
列 {A1} ∪ {Ai+1 \ Ai}i∈N が Bに属することからわかる．逆を示そう．A,B ∈ A が互
いに素な族とすると，A ⊂ X \B でX \B ∈ A なので (X \B) \A = X \ (A ∪B) ∈ A

よって，A ∪B = X \ (X \ (A ∪B)) ∈ A であるから，互いに素な列 {Ai}i∈N ⊂ B に対
して ⋃n

i=1Ai がBに属することからわかる．

命題 10. X を集合とし，Aを X の π 系とする．このとき

π(λ(A)) = λ(A)

が成り立つ．

証明. λ(A) が π 系であることを示せば良い．
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任意の A ∈ Aについて CA = {B ∈ λ(A) | A ∩ B ∈ λ(A)} とする．CA = λ(A) を示
そう．まず，Aが π 系であるから，A ⊂ CA である．次に CA が λ系であることを示す．
まず (λ1)を示そう．定義から明らかに X ∈ CA である．
次に (λ2) を示そう．G,H ∈ CA は G ⊂ H を満たしているとする．このとき A ∩

G, A ∩ H ∈ λ(A) なので，A ∩ H \ A ∩ G = A ∩ (H \ G) ∈ λ(A) である．つまり，
H \G ∈ CA である．
そして，(λ3)を示そう．{Ai}i∈N ⊂ CA は単調な族であるとする. このとき任意の iに
ついて A ∩Ai ∈ λ(A)である．よって ⋃i(A ∩Ai) = A ∩

⋃
iAi ∈ λ(A) を満たす．

以上から，CA が λ族であることがわかった．A ⊂ CA なので λ(A) ⊂ CA である．こ
こで Aは任意であったので，

∀A ∈ A ∀B ∈ λ(A) A ∩B ∈ λ(A)(3)

が成り立つ．これだけではまだ λ(A)が π 系であることは示せていない．
次に A ∈ λ(A) について DA = {B ∈ λ(A) | A ∩ B ∈ λ(A)} と定義する．この DA が

λ系であることを示そう．まず定義から X ∈ DA であるから (λ1)が満たされる．
次に (λ2) を示す．G,H ∈ DA は G ⊂ H を満たすとする．このとき定義から A ∩

G, A ∩ H ∈ λ(A) なので，A ∩ H \ A ∩ G = A ∩ (H \ G) ∈ λ(A) である．つまり，
H \G ∈ DA である．
次に (λ3)を示そう．{Ai} ⊂ DA の単調な列とすると，任意の iについてA∩Ai ∈ λ(A)

である．よって ⋃i(A ∩ Ai) = A ∩
⋃

iAi ∈ λ(A) を満たす．以上から，DA が λ族であ
ることがわかる．また，先に示したこと (1)から，A ⊂ DA であるから，λ(A) ⊂ DA が
わかる．A ∈ λ(A) は任意であったから，λ(A)は π 系であることがわかった．

命題 11. X を集合とし，A をX の π系で，かつ λ系とする．このとき Aは σ加法族で
ある．

証明. まずA,B ∈ Aとする．このとき，A∩B ∈ A なので，A\A∩B ∈ A で，A\A∩B
と B は互いに素であるから，A ∪ B ∈ A である．よって {Ai}i∈N を A の列とする．こ
のとき Bn =

⋃n
i=1Ai とすると，Bn ∈ A である．さて，{Bn} は単調族であるから，⋃

iAi =
⋃

nBn ∈ Aである．つまり，Aは σ 加法族である．

定理 12 (π-λ定理). X を集合とし，Aを X の π 系で，Bを X の λ系とする．このと
き A ⊂ B ならば

σ(A) ⊂ B
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が成り立つ．

証明. λ(A) = σ(A) を示せば良い．λ(A) ⊂ σ(A) は成り立つ．逆を示そう．命題 10 か
ら λ(A) は π 系かつ λ系であるから，命題 11から λ(A)は σ 加法族である．

命題 13. X を集合とし，AをX 上の π系でX ∈ A とする．µと ν が σ(A) 上の有限測
度であり，尚且つ A上で一致しているとすると，µ = ν である．

証明. B = {S ∈ σ(A) | µ(S) = ν(S)} とする．仮定から A ⊂ B なのでBが λ系である
ことが示すことができれば，定理 12から命題は示される．X ∈ B は明らかなので (λ1)

が満たされる．(λ2)は µ, ν が有限測度であることから従う．(λ3)は，測度の単調収束定
理からわかる．

命題 14. X を集合とし，AをX 上の π系でX ∈ Aとする．µと νを σ(A) 上の有限測度
で A上で一致しており，Aの列 {Ai}i∈N が存在して µ(Ai), ν(Ai) <∞と⋃i∈NAi = X

を満たすと仮定すると，µ = ν である．

証明. 命題 13から任意の i ∈ N と B ∈ σ(A) について µ(Ai ∩B) = ν(Ai ∩B) であるか
ら，⋃i∈NAi = X より µ = ν である．

3 Hopf–Caratheodoryの拡張定理
無限直積測度を構成する上で大切な Hopf–Caratheodoryの拡張定理を紹介する．

定義 15 (外測度). X を集合とする．このとき X の冪集合 P(X) 上の関数 Γ : P :→
[0,∞] が外測度であるとは以下の三つの条件を満たす時にいう．

(1) Γ(∅) = 0;

(2) A,B ∈ P(X)が A ⊂ B を満たすならば

Γ(A) ⊂ Γ(B);

(3) X の部分集合族からなる可算族 {Ai}i∈Z≥0
について

Γ

( ∞⋃
i=0

Ai

)
≤

∞∑
i=0

Γ(Ai).

定義 16. 集合X と外測度 Γ : P(X) → [0,∞] について集合 Aが Γ-可測であるとは任意
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の E ⊂ X について
Γ(E) = Γ(E ∩A) + Γ(E ∩ (X \A))

が成り立つことである．Γ-可測集合全体をMΓ と書くことにする．簡単な注意として A

が Γ-可測であることと，以下の三つの条件は同値である．

(1) 任意の E ⊂ X について

Γ(E) ≥ Γ(E ∩A) + Γ(E ∩ (X \A))

(2) 任意の E1 ⊂ Aと E2 ⊂ X \A について

Γ(E1 ∪ E2) = Γ(E1) + Γ(E2)

(3) 任意の E1 ⊂ Aと E2 ⊂ X \A について

Γ(E1 ∪ E2) ≥ Γ(E1) + Γ(E2)

命題 17. 集合 X 上の外測度 Γ についてMΓ は X 上の σ-集合族になる．

証明. まず ∅, X ∈ MΓ は明らかである．
次にMΓ が π 系であることを示す．A,B ∈ MΓ を任意に取る．そして E ⊂ A ∩B と

F ⊂ X \ (A ∩ B) を任意に取る．さて，G = F ∩ (X \ A) で H = F ∩ A とおく．この
時H ⊂ X \B に注意しよう．すると，B ∈ MΓ と E ⊂ A∩B ⊂ B とH ⊂ X \B から

Γ(E) + Γ(H) ≤ Γ(E ∪H)

がわかる．さらに E ∪H ⊂ (A ∩B) ∪A = A で G ⊂ X \A なので A ∈ MΓ から

Γ(E ∪H) + Γ(G) ≤ Γ(E ∩H ∪G) = Γ(E ∪ F )

となる．これらと外測度の劣加法性を用いると

Γ(E) + Γ(F ) ≤ Γ(E) + Γ(G) + Γ(H) ≤ Γ(E ∪H) + Γ(G)

≤ Γ(E ∪H ∪G) = Γ(E ∪ F )

となるので，A ∩B ∈ MΓ であり，MΓ が π 系であることがわかる．
さて，MΓ の定義から，A ∈ MΓ ならば X \A ∈ MΓ が直ちにわかる．
MΓ が条件 (λ′3) を満たすことをみよう．互いに素な族 {Ai}i∈Z≥0

で Ai ∈ MΓ であ
るものと E ⊂ X をとる．S =

⋃∞
i=0Ai とおく．このとき次の不等式を P (n,E) と表す

ことにする．
Γ(E ∩ (X \ S)) +

n∑
i=0

Γ(E ∩Ai) ≤ Γ(E).
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まず P (n,E)が任意の E と nで成り立つことを帰納法で示そう．
n = 0の時は，X \ S ⊂ X \A0 と Γの単調性，そして A0 ∈ MΓ から成り立つことが
わかる．さて，任意の E について P (n,E) が成り立つことを仮定して，P (n + 1, E) を
示そう．今，P (n,E ∩ (X \An+1))が成り立っている．つまり

Γ(E ∩ (X \An+1) ∩ (X \ S)) +
n∑

i=0

Γ(E ∩ (X \An+1) ∩Ai) ≤ Γ(E ∩ (X \An+1)).

である．ここでX \S ⊂ X \An+1であり，互いに素であるという条件からAi ⊂ X \An+1

である．これらを用いると

Γ(E ∩ (X \ S)) +
n∑

i=0

Γ(E ∩Ai) ≤ Γ(E ∩ (X \An+1)).

を得る．さて，An+1 ∈ MΓ なので

Γ(E ∩ (X \ S)) +
n+1∑
i=0

Γ(E ∩Ai) = Γ(E ∩ (X \ S)) +
n∑

i=0

Γ(E ∩Ai) + Γ(E ∩An+1)

≤ Γ(E ∩ (X \An+1)) + Γ(E ∩An+1) ≤ Γ(E)

ゆえに P (n+ 1, E) が成り立つ．
以上で任意の nと E について P (n,E)が成り立つことがわかった. ここで P (n,E)の
式で n→ ∞をすると，

Γ(E ∩ (X \ S)) +
∞∑
i=0

Γ(E ∩Ai) ≤ Γ(E).

を得る．さて，Γ の劣加法性から

Γ(E ∩ (X \ S)) + Γ(E ∩ S) ≤ Γ(E ∩ (X \ S)) +
∞∑
i=0

Γ(E ∩Ai) ≤ Γ(E).

となるので，S ∈ MΓ である．よってMΓ は条件 (λ′3)を満たし，MΓ が λ系であるこ
とがわかった．
以上でMΓ が π 系かつ λ系であることがわかったので，MΓ は σ 加法族である．

定義 18 (有限加法族). 集合 X の部分集合からなる族 F が有限加法族であるとは以下の
条件を満たすときにいう．

(1) ∅, X ∈ F;

7



(2) A,B ∈ Fならば A \B ∈ F;

(3) A,B ∈ Fならば A ∪B ∈ F.

定義 19 (有限加法的測度). X を集合とし，F を X 上の有限加法族とする．このとき写
像m : F → [0,∞] が F 上の有限加法的測度であるとは A,B ∈ F が A∩B = ∅ を満たす
ならばm(A ∪B) = m(A) +m(B) を満たすときにいう．

定義 20 (有限加法的測度から誘導される外測度). X を集合とし，F をX 上の有限加法族
とする．そしてmを F 上の有限加法的測度とする．このとき写像 JmK : P(X) → [0,∞]

を
JmK(A) = inf

{ ∞∑
i=1

m(Si)

∣∣∣∣∣ A ⊂
∞⋃
i=1

Si, Si ∈ F

}
と定義する．以下の補題によってこの JmK は外測度になる．この JmK を mから誘導さ
れた外測度と呼ぶことにする．

補題 21. X を集合とし，F をX 上の有限加法族とする．そしてmを F 上の有限加法的
測度とする．このとき JmKは X 上の外測度になる．

証明. 定義から JmK(∅) = 0 がわかる．同様に定義から A ⊂ B ならば JmK(A) ≤ JmK(B)

となることがわかる．劣加法性を示そう．{Ai}∞i=1 と ϵ ∈ (0,∞) を任意に取る．このと
き任意の i ∈ Z≥0 に対して {Bi,j}j∈Z≥0

⊂ F が存在して

Ai ⊂
⋃

j∈Z≥0

Bi,j

と
∞∑
j=0

m(Bi,j) < JmK(A) + ϵ2−i−1

を満たす．このとき {Bi,j}i,j∈Z≥0
は ⋃i∈Z≥0

Ai を被覆するので，

JmK
 ⋃

i∈Z≥0

Ai

 ≤
∞∑
i=0

∞∑
j=0

m(Bi,j) ≤
∞∑
i=0

JmK(Ai) + ϵ.

を得る．ここで ϵ→ 0 とすれば

JmK
 ⋃

i∈Z≥0

Ai

 ≤
∞∑
i=0

JmK(Ai)

を得る．これは劣加法性である．
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補題 22. X を集合とし，F を X 上の有限加法族，m を F 上の有限加法的測度とする．
このとき F ⊂ MJmK が成り立つ．
証明. 任意に E ⊂ X をとる．このとき E ∩ Aの被覆と E ∩ (X \ A) の被覆を合わせた
ものは E の被覆になるので，これで証明が終わる．

定理 23 (Hopf–Caratheodoryの拡張定理). X を集合とし，Fを X 上の有限加法族，m
を F 上の有限加法的測度とする．このとき JmK が F 上で m と一致するための必要十分
条件はmが F上で完全加法的であることである．

証明. JmKが F 上でmと一致していたら，mが F 上で完全加法的なのは当然である．逆
を示そう．
今，mが F上で完全加法的であったとする．このとき，任意の E ∈ Fに対して E はそ
れ自身の被覆になっているので，JmK(E) ≤ m(E) がわかる．逆向きの不等式を示そう．
E の任意の F の元の列による可算被覆 {Ai}i∈Z≥0

をとる．このとき Fの有限加法性から
Ai ⊂ Ai+1 であるとしても良い．そして B0 = E ∩ A0, Bi+1 = E ∩ (Ai+1 \ Ai) と定義
すると，{Bi}i∈Z≥0

は互いに素な Fの可算列で E =
∐

i∈Z≥0
Bi を満たす．ここで mが

F上で完全加法的であるという仮定を用いると

m(E) = m

 ∐
i∈Z≥0

Bi

 =
∞∑
i=0

m(Bi).

を得て，さらにmの単調性から
∞∑
i=0

m(Bi) ≤
∞∑
i=0

m(Ai)

となる．よって
m(E) ≤

∞∑
i=0

m(Ai)

であり，{Ai}i∈Z≥0
の任意性から

m(E) ≤ JmK(E)

を得る．これで定理が証明された．

一般にmの完全加法性を証明するのは大変だが，次の便利な言い換えがある．
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補題 24. X を集合とし，Fをその上の有限加法族とする．このとき mが F 上で完全加
法的であることは次の二つの条件が成り立つことと同値である．

(1) Fの部分集合族 {Ei}i∈Z≥0
が Ei+1 ⊂ Ei と m(E0) < ∞，そして ⋂i∈Z≥0

Ei = ∅
を満たすならば limn→∞m(En) = 0である．

(2) Fの部分集合族 {Ei}i∈Z≥0
が Ei ⊂ Ei+1 と E =

⋃
i∈Z≥0

Ei ∈ F，そしてm(E) =

∞ を満たすならば limn→∞m(En) = ∞である．

証明. まず最初に m が完全加法的であるときに二つの条件が成り立つことを示そう．F

の部分集合族 {Ei}i∈Z≥0
が Ei+1 ⊂ Ei と m(E0) < ∞，そして ⋂i∈Z≥0

Ei = ∅ を満た
すとする．さて任意の n ∈ Z≥0 に対して Fn = En \ En+1 とおく．このとき，i ̸= j な
らば Fi ∩ Fj = ∅ である．さらに ⋂

i∈Z≥0
Ei = ∅ であるから任意の k ∈ Z≥0 に対して

Ek =
⋃∞

m=k Fm が成り立つ．特に E0 =
⋃∞

m=0 Fm なのでmの完全加法性から

m(E0) =
∞∑

m=0

m(Fm) =
k−1∑
m=0

m(Fm) +
∞∑

m=k

m(Fm)

である．ここで m(Ek) =
∑∞

m=km(Fm) であることと m(E1) < ∞ であるから
limk→∞m(Ek) = 0が成り立つ．つまり (1)が成り立つ．
次に Fの部分集合族 {Ei}i∈Z≥0

が Ei ⊂ Ei+1 と E =
⋃

i∈Z≥0
Ei ∈ F，そしてm(E) =

∞ を満たすとする．このとき F0 = E0，Fn+1 = En+1 \ En とすると {Fn}n∈Z≥0
は互

いに素な Fの部分族であり，E =
⋃

n∈Z≥0
Fn が成り立つ．mの完全加法性から∑

n∈Z≥0

m(Fn) = m(E) = ∞

である．ここで

lim
n→∞

m(En) = lim
n→∞

n∑
k=1

m(Fk) =
∑

n∈Z≥0

m(Fn) = m(E) = ∞

なので (2)が成り立つ．
今から逆に二つの条件が成り立つときに m が完全加法的であることを示そう．

{En}n∈Z≥0
を F の互いに素な部分集合族であって，E =

⋃
n∈Z≥0

En ∈ F であると
する．まず最初に m(E) < ∞の場合，任意の n ∈ Z≥0 に対して Fn = E \

⋃n−1
i=0 Ei と

定義すると Fn+1 ⊂ Fn であり，
⋂

n Fn = ∅とm(F0) = m(E) <∞を満たす．よって条
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件 (1)から limn→∞m(Fn) = 0が成り立つ．さてmの有限加法性から
n⋃

i=0

Ei = E \ Fn+1

である．さらにmの有限加法性から
n∑

i=0

m(Ei) = m(E)−m(Fn+1)

であるから n→ ∞とすると
∞∑
i=0

m(Ei) = m(E)

がなりたつ．
次に m(E) = ∞の場合を考えよう．このとき Fn =

⋃n
i=0Ei とすると {Fn}n∈Z≥0

は
(2)の仮定を満たすので limn→∞m(Fn) = ∞を満たす．ここでmの有限加法性を使うと

lim
n→∞

n∑
i=0

m(Ei) = ∞

であるがこれは
∞∑
i=0

m(Ei) = m(E)

を意味するのでmの完全加法性が従う．

4 直積測度
この節では有限個の測度の直積測度を構成する．

定義 25. (X,M)と (Y,N) を可測空間とする．このとき A ∈ Mと B ∈ N の直積集合
A × B を可測矩形集合と呼ぶことにする．可測矩形集合の互いに素な有限族の和集合と
して表される集合を基本集合と呼ぶことにする．基本集合全体の集合族を E で書くこと
にする．記号M×N で可測矩形集合全体から生成される X × Y 上の σ 集合系とする．

定義 26. (X,M)と (Y,N) を可測空間とする．このとき集合 E ⊂ X × Y と x ∈ X と
y ∈ Y に対して

Ex = { y ∈ Y | (x, y) ∈ E }, Ey = {x ∈ X | (x, y) ∈ E }

と定義する．
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補題 27. (X,M) と (Y,N) を可測空間とする．このとき任意の E ∈ M × N と任意の
x ∈ X および y ∈ Y に対して Ex ∈ Mかつ Ey ∈ N である．

証明. Ex に関する部分だけを証明する．Ey については全く同様にできる．
Kを S ∈ M×N のうち，Sx ∈ M が成り立つもの全体とする．まず，任意の A ∈ M

と B ∈ N に対して A× B ∈ Kがわかる．特に ∅, X × Y ∈ K がわかる．次に Kが π 系
であることを示そう．S, T ∈ K とする．このとき Sx, Tx ∈ M であるから Sx ∩ Tx ∈ M

である．定義から明らかに Sx ∩ Tx = (S ∩ T )x であるから (S ∩ T )x ∈ Mである．つま
り S ∩ T ∈ Kがわかり，Kが π 系であることが従う．
次に Kが λ系であることを示そう．まず X × Y ∈ Kなので (λ1) は満たされる．次に

S, T ∈ Kで S ⊂ T とする．このとき Sx, Tx ∈ Mであり，定義から Tx \ Sx = (T \ S)x
なので T \ S ∈ K であり，(λ2) が満たされることがわかる．次に (λ3) を示そう．
{Si}i∈Z≥0

を K の部分族で単調増大なものとする．このとき任意の i ∈ Z≥0 について
(Si)x ∈ M が成り立つ．M は σ 集合系なので ⋃

i∈Z≥0
(Si)x ∈ M である．定義から⋃

i∈Z≥0
(Si)x = (

⋃
i∈Z≥0

Si)x なので
⋃

i∈Z≥0
Si ∈ K である．よって (λ3) が満たされる

ことがわかり，Kが λ系であることがわかった．K は可測矩形集合全体を含み，π 系かつ
λ系で，また σ 集合系M×N の部分族なので結局 K = M×N がわかる．これは補題が
成り立つことを示している．

補題 28. (X,M)と (Y,N) を可測空間とする．このとき以下が成り立つ．

(1) Eは π 系であり，なおかつ E,F ∈ Eならば E \ F ∈ Eである．
(2) M×N は Eを含む最小の λ系である．

証明. (2)は (1)から従うので，(1)だけを示す．任意の A1, A2 ∈ Mと B1, B2 ∈ N に対
して

(A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = (A1 ∩A2)× (B1 ∩B2)

であり，また

(A1 ×B1) \ (A2 ×B2) = ((A1 \A2)×B1) ⊔ ((A1 ∩A2)× (B1 \B2))

なので，(1)もわかる．

定義 29. X, Y を集合とし，f : X × Y → R∗ を写像とする．このとき任意の x ∈ X と
y ∈ Y に関して fx : Y → R∗ を fx(s) = f(x, s) で定義される関数とし，fy : X → R∗

を fy(t) = f(t, y) で定義される関数とする．

12



補題 30. (X,M)と (Y,N) を可測空間とし，f : X × Y → R∗ をM×N に関する可測
関数とする．このとき任意の x ∈ X と y ∈ Y に関して fx は N可測であり，fy はM可
測である．

証明. x ∈ X に関する主張のみ証明すればよい．y ∈ Y に関する主張は全く同じ方法で証
明することができる．V を R∗ の開集合とする．このとき集合

E = { (x, y) ∈ X × Y | f(x, y) ∈ V }

はM×N可測である．よって先の補題から Ex は N可測となる．ここで

Ex = { y ∈ Y | fx(y) ∈ V }

なので，fx が N に関して可測関数となることがわかる．

命題 31. (X,M, µ)と (Y,N, ν) を σ有限な測度空間とする．集合Q ∈ M×N に対して

ϕ(x) = ν(Qx), ψ(y) = µ(Qy)

とおく．すると ϕ(x)はM可測であり，ψ(y)は N可測である．そして以下が成り立つ．∫
X

ϕ(x) dµ(x) =

∫
Y

ψ(y) dν(y).

証明. K を命題が成り立つ M × N の元全体とする．今から K が M × N に一致する
ことを示そう．まず最初に可測矩形集合，つまり A ∈ M と B ∈ N を使って A × B

と表示できる集合について考える．このとき ϕ(x) = ν((A × B)x) = ν(B)χA(x) で
ψ(x) = µ((A×B)y) = µ(A)χB(y) なので A×B ∈ K がわかる．また，このことから K

が (λ1) を満たすことがわかる．今から Kが λ系であることを示そう．(λ1) を満たすこ
とを上で述べた．次に (λ3)を満たすことを示そう．{Ai}i∈Z≥0

を K の部分族で単調なも
のとする．このとき

ϕi(x) = ν((Ai)x), ψi(y) = µ((Ai)
y)

とおく．すると K の定義から各 i ∈ Z≥0 について ϕi(x)と ψi(x) は可測であり，また∫
X

ϕi(x) dµ(x) =

∫
Y

ψi(y) dν(y).

が成り立つ．今 A =
⋃

i∈Z≥0
Ai と置き，

ϕ(x) = ν((Ai)x), ψi(y) = µ((Ai)
y)

13



とすると，単調収束定理から ϕ = limi→∞ ϕi で ψ = limi→∞ ψi である．∫
X

ϕ(x) dµ(x) =

∫
Y

ψ(y) dν(y).

がわかる．よって A ∈ K であり (λ3)が満たされることがわかる．
(λ2) を示そう．A,B ∈ K で A ⊂ B とする．今，E ∈ M と F ∈ N が存在して

µ(E) < ∞ と ν(F ) < ∞ で A ⊂ B × E × F を満たしている場合を最初に考える．こ
のとき ϕA と ϕB , ψA と ψB は全て有限の値しか取らないので，ϕB\A = ϕB \ ϕA と
ψB\A = ψB \ ψA は可測であり，∫

X

ϕB\A(x) dµ(x) =

∫
Y

ψB\A(y) dν(y).

がなりたつ．
次に任意の E ∈ M と F ∈ N で E ∈ M と F ∈ N を満たすものについて，任意の

A ∈ M × N は A ∩ (E × F ) ∈ K を満たすことを示そう．この主張が成り立つ K の集
合全体を L とすると，L には可測矩形集合が全て含まれており，また先の (λ2) の証明
と同様に (λ2) を満たすことがわかる．そして先の証明から，A ⊂ B ならば B \ A ∈ L

もわかる．よって主張が成り立つ．σ 有限性の仮定から M の部分族 {Si}i∈Z≥0
と N

の部分族 {Ti}i∈Z≥0
が存在して {Si × Tj}i,j∈Z≥0

が互いに素な X × Y の被覆になる．
今任意の A,B ∈ K で A ⊂ B となるものを取ろう．そして Bi,j = B ∩ (Si × Tj) で
Ai,j = A∩ (Si×Tj) と書くことにする．このとき Ai,j ⊂ Bi,j である．そして先の主張か
ら Bi,j \Ai,j ∈ K である．また，B \A =

⋃
i,j Bi,j \Ai,j であるから主張から B \A ∈ K

である．
以上で Kが λ系であることがわかった．Eは π 系なので，K = M ×N であることが
わかる．

定義 32. (X,M, µ) と (Y,N, ν) を σ 有限な測度空間とする．上の命題を元にして，
M×N上の測度 µ× ν を

(µ× ν)(Q) =

∫
X

µ(Qx) dµ(x) =

∫
Y

ν(Qy) dν(y).

と定義する．定義式から µ × ν は確かに測度の定義を満たしていることがわかる．また
A× B に対して µ(A)ν(B) を返す測度は µ× ν しか存在しない．µ× ν を µ⊗ ν と書い
たりもする．一般に有限個の測度 µ1, . . . , µn に対して直積測度が考えられるが，それを⊗n

i=1 µi などと書くことにする．
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Fubini-Tonelliの定理を証明する．

定理 33. (X,M, µ)と (Y,N, ν) を σ有限な測度空間とする．f : X×Y → R∗をM×N

可測な関数とする．このとき以下が成り立つ．

(1) f(X × Y ) ⊂ [0,∞] とする．そして

ϕ(x) =

∫
Y

fx(y) dν(y), ψ(y) =

∫
X

fy(x) dµ(x)

とすると ϕはM可測で ψ は N可測であり，さらに∫
X

ϕ(x) dµ(x) =

∫
Y

ψ(y) dν(y) =

∫
X×Y

f(x, y) d(µ× ν)(x, y)

が成り立つ．
(2) f ∈ L1(µ× ν)ならばほとんど至る所の x ∈ X で fx ∈ L1(ν) であり，ほとんど至
る所の y ∈ Y で fy ∈ L1(µ) が成り立ち，さらに∫

X

∫
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫
X×Y

f(x, y) d(µ× ν)(x, y).

が成り立つ．

証明. (1)は命題 31と単調収束定理と単関数近似からわかる．(2)は (1)から従う．

5 無限直積確率測度の構成その１：標準的な方法
この節では標準的な方法で無限直積確率測度を構成する．

定義 34. I を集合とし，{(Xi,Mi)}i∈I を可測空間の族とする．このとき
∏

i∈I Xi の部
分集合が柱状集合であるとはそれが集合族 {Ai}i∈I であって Ai ∈ Mi を満たしさらに有
限個の iをのぞいて Ai = Xi となるようなものを用いて∏

i∈I

Ai

の形にかける時にいう．柱状集合全体を C で書くことにする．そして C から生成され
る有限加法族を D から生成される完全加法族を⊗

i∈I Mi と書くことにする．(つまり⊗
i∈I Mi = σ(D) = σ(C)) 以下では可測空間の直積にはこの可測構造が備わっているも

のとする．
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補題 35. I を集合とし，{(Xi,Mi)}i∈I を確率空間の族とする．このとき Dの任意の元
は Cの交わらない有限個の元の和集合として表される．

定義 36. I を集合とし，{(Xi,Mi, µi)}i∈I を確率空間の族とする．C上に以下のように
して関数⊗i∈I µi を定義する．

⊗
i∈I

µi

(∏
i∈I

Ai

)
=
∏
i∈I

µi(Ai)

各 µi が確率測度であるから，C 上では µは有限個の実数の積として定義されていること
に注意しよう．
一般に A ∈ Dに対しては補題 35 を用いて A =

∐k
i=1Ei (Ei ∈ C)と表して，

⊗
i∈I

µi(A) =

k∑
i=1

⊗
i∈I

µi(Ei)

と定義する．この定義の well-definedness は次の補題で示す．

補題 37. I を集合とし，{(Xi,Mi, µi)}i∈I を確率空間の族とする．このときD上の関数⊗
i∈I µi は well-definedであり，さらに有限加法的である．

証明. {Ei}ki=1 と {Fi}li=1 はそれぞれ互いに交わらない C内の列とし
k∐
i

Ei =
l∐
i

Fi

を満たしているとする．さて，Cの定義から Ei =
∏

j∈I Qi,j で Fi =
∏

j∈I Wi,j と書き
表すことができ，JE = { j ∈ I | ∃i Ei,j ̸= Xj } で JF = { j ∈ I | ∃i Fi,j ̸= Xi } と定義
するとこれらはそれぞれ有限集合となる．ここで J = JE ∪ JF とすると

⊗
i∈I µi の定義

から
k∑

i=1

⊗
i∈I

µi(Ei) =
k∑

i=1

⊗
i∈J

µi(Ei)

であり，
k∑

i=1

⊗
i∈I

µi(Fi) =

k∑
i=1

⊗
i∈J

µi(Fi)

である．⊗i∈J µi は有限個の測度の直積なので有限加法性を持つ．よって
k∑

i=1

⊗
i∈I

µi(Ei) =
k∑

i=1

⊗
i∈I

µi(Fi)
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が成り立つので，⊗i∈I µi は D上で well-definedである．
有限加法性は上と同様にやはり有限個の測度の直積測度の加法性から従う．

次の定理は角谷 [11] が証明した．

定理 38. I を集合とし，{(Xi,Mi, µi)}i∈I を確率空間の族とする．すると
⊗

i∈I µi はD

上で完全加法的である．

証明. 完全加法性を証明するために，次のことを証明する: {Ek}k∈Z≥0
を D の部分

族とし，Ek+1 ⊂ Ek と δ > 0 が存在して ⊗
i∈I µi(Ek) > δ > 0 が成り立つならば⋂∞

k=0Ek ̸= ∅. である．
柱状集合の定義と D の定義から，{Ek}k∈Z≥0

のそれぞれの元の直積因子のうち，⊗
i∈I µi の定義に寄与する因子の個数は高々可算個しかない．よって I が可算集合の

時にこれを示しても一般性を失わない．I = Z≥1 と仮定してもよい．各 n ∈ I に対
して µ∗

n =
⊗

i>n µi と定義する．µ∗
n ⊗

⊗n
i=1 µi =

⊗
i∈I µi となることに注意せよ．

A ⊂
∏

i∈I Xi と x1 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn に対して A(x1, . . . , xn) = { z ∈
∏

i>nXi | z ∈
A, z1 = x1, . . . , zn = xn } と書くことにする．
まず各 j ∈ I に対して Fj = {x ∈ X1 | µ∗

1(Ej(x)) > δ/2 } とおく．すると

δ < µ(Ej) =

∫
X1

µ∗
1((Ej)(x)) dµ1(x) =

(∫
Fj

+

∫
X1\Fj

)
µ∗
1(Ej(x)) dµ1

≤ µ1(Fj) + δ/2

よって δ/2 < µ1(Fj) である．また Ej+1 ⊂ Ej より，Fj+1 ⊂ Fj である．よって µ1 の
完全加法性と補題 24 により ⋂j∈I Fj ̸= ∅ となる．そこで a1 ∈

⋂
j Fj をとると，任意の

j ∈ I について µ∗
1(Ej(a1)) > δ/2がなりたつ．

上の論法を繰り返して帰納的に {ai}i∈I ∈
∏

i∈I Xi を任意の i, j ∈ I について
µ∗
i (Ej(a1, a2, . . . , ai)) > δ/2i となるように構成できる．a = (ai)i∈Z≥0

とおこう．す
ると任意の i, j ∈ I について µ∗

i (Ej(a1, . . . , ai)) > 0 である．各 Ej は互いに交わ
らない有限個の C の元の和集合として表すことができる．それらを {Gj,l}hl=1 とし
よう．そして {Gj,l}hl=1 の直積因子のうち，Xi と一致しない i 全体を J とおくと，
これは有限集合になる．k ∈ I を十分大きく取り，J ⊂ {1, . . . , k} となるように
する．このとき µ∗

k(Ej(a1, . . . , ak)) =
∑h

l=1 µ
∗
k(Gj,l(a1, . . . , ak)) > 0 となる．特に

µ∗
k(Gj,l(a1, . . . , ak)) > 0 となる l が存在する．Gj,l =

∏
i∈I Ti と表示しよう．i > k な

らば Ti = Xi である．もしも (a1, . . . , ak) ̸∈
∏k

i=1 Ti ならば Gj,l(a1, . . . , ak) = ∅ とな
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り，µ∗
k(Gj,l(a1, . . . , ak)) = 0 になるので矛盾する．よって (a1, . . . , ak) ∈

∏k
i=1 Ti であ

る．i > kならば Ti = Xi であるから a ∈
∏

i∈I Ti = Gj,l である. つまり a ∈ Ej となる．
j ∈ I は任意なので a ∈

⋂
j∈I Ej である．よって補題 24 より µの完全加法性が証明され

た．

以上から，µは⊗i∈I Mi 上の測度になっていることがわかる．

6 無限もしくは有限直積確率測度の構成その２：別の方法
ここでは標準的な方法とは別の簡明な証明を紹介する．論文 [10] で紹介されている方
法である．次の命題が大元である．

命題 39. (X,M) を可測空間とし，GはM の部分族であり，A,B ∈ Gならば，A \ B
は G の互いに交わらない有限個の元の和集合で表すことができると仮定する．そして G

はMを生成するとする．µ : G → [0,∞] を関数とする．このときもしも Gの元からな
る互いに素な族 {Ai}i∈Z≥0

で ⋃∞
i=0Ai = X を満たすものについて常に

(A)

∞∑
i=0

µ(Ai) = 1

が満たされるならば µの拡張であるようなM上の完全加法的測度が一意的に存在する．

証明. G から生成される有限加法族を Aと書くことにする．Gに関する仮定から，Aの
すべての元は G の互いに交わらない有限個の和集合で表すことができる．（そのように
表すことのできる集合全体は仮定から有限加法族になり，Gを含んでいるので Aと一致
する．）
まず最初に µ を A に拡張することを考えよう．A ∈ A に対して µ(A) の値を A =∐k
i=1Ai (Ai ∈ G) と表したときに µ(A) =

∑k
i=1 µ(Ai) と定義しよう．この定義が A

の表示の仕方によらないことを示そう．X \ A ∈ A なので X \ A =
∐a

i=1Wi となる
Wi ∈ Gが存在する．このとき µに関する仮定から

k∑
i=0

µ(Ai) +

a∑
i=0

µ(Wi) = 1

である．そして A =
∐k′

i=0A
′
i (A

′
i ∈ A)と表示されているなら上と同様の議論で

k′∑
i=0

µ(A′
i) +

a∑
i=0

µ(Wi) = 1
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を満たす．よって
k∑

i=0

µ(Ai) =
k′∑
i=0

µ(A′
i)

なので µ(A) の定義は well-defined である．よって µ を A 上まで拡張できた．Hopf–

Caratheodory の拡張定理 (定理 23) を適応するために次に µ が A 上で完全加法的であ
ることを示そう．{Ai}∞i=0 を A内の互いに交わらない集合の列とし，A =

∐∞
i=0Ai とお

き，A ∈ A と仮定する．X \ A ∈ Aなので X \ A =
∐a

i=1Wi となるWi ∈ Gが存在す
る．このとき，µ(A)の定義と µに関する仮定から µ(A) = 1 −

∑a
i=0 µ(Wi)となる．さ

て，各 iについて Ai =
∐ki

j=0Ei,j (Ei,j ∈ G)と表す．すると，{Ei,j}i,j と {Wi}ai=0 は
互いに交わらない Gの元の列でその和集合は X になるから，µに関する仮定から

∑
i,j

µ(Ei,j) +

a∑
i=0

µ(Wi) = 1

である．この和は非負の数の和なので左辺は絶対収束しているので，和の順番を変えても
値は変わらない．よって

∞∑
i=0

ki∑
j=0

µ(Ei,j) = 1−
a∑

i=0

µ(Wi)

である．そして µの定義から
∞∑
i=0

ki∑
j=0

µ(Ei,j) =

∞∑
i=0

µ(Ai)

である．よって以上の議論から

µ(A) =

∞∑
i=0

µ(Ai)

がわかり，µ は A 上で完全加法的である．A から生成される σ 加法族はM なので，µ
に対して Hopf–Caratheordoryの拡張定理 (定理 23) を適応すれば命題の証明が終わる．
一位性は命題 13からわかる．

定理 40. I を集合とし，{(Xi,Mi, µi)}i∈I を確率空間の族とする．このときD上の無限
直積測度⊗i∈I µi は完全加法性を満たす．
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証明. Cは D を生成し，さらに任意の A,B ∈ C について A \ B は Cの互いに交わらな
い有限個の元の和集合で表されるから，命題 39の仮定を満たしている．今から⊗i∈I µi

が条件 (A)を満たしていることを示そう．
{Ai}i∈Z≥0

を C内の列で互いに交わらないもので，⋃iAi =
∏

i∈I Xi を満たすとする．
このとき条件 (A)を示すには I = Z≥0 と仮定しても一般性を失わない．
記述を簡単にするために µ =

⊗
i∈I µi と書くことにする．

各 n ∈ Z≥0 について An =
∏

iAn,i (An,i ∈ Mi) と表し，in ∈ Z≥0 を i > in ならば
An,i = Xi を満たすものとする．
まず最初に次の主張を証明する：もしも m ∈ Z≥0 で x ∈ Am ならば任意の n ∈ Z≥0

について

(E1)

(
im∏
i=0

χAn,i(xi)

) ∏
i>im

µi(An,i) = δm,n

が成り立つ．
もしm = nならば，x ∈ Am と µi(Am,i) = 1 (i > im)から等式 (E1) は成り立つ．
次にm ̸= nの場合を考えよう．
もし in < im ならば i > im について An,i = Xi であるから

∏
i>im

µi(An,i) = 1 とな
る．また同じ理由で

im∏
i=0

Am,i ̸=
im∏
i=0

An,i

となるので，Am ∩An = ∅から
im∏
i=0

Am,i ∩
im∏
i=0

An,i = ∅

がわかる．よって x ∈ Am ならば
im∏
i=0

χAn,i
(xi) = 0

となるから等式 (E1) がなりたつ．
もし im < in ならば直積の定義から任意の ei ∈ Xi について(

im∏
i=0

χAn,i
(xi)

)(
in∏

i=im+1

χAn,i
(ei)

)
= 0
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となる．ei を変数としてみなして，他の ej を固定したときに この等式の左辺の ei を変
数とする関数は可測集合の特性関数の定数倍なのでMi 可測である．そこでこの式を µi

(i = im + 1, . . . , in) で ei について繰り返し積分すると(
im∏
i=0

χAn,i
(xi)

)(
in∏

i=im+1

µi(An,i)

)
= 0

を得る．i > in ならば µi(An,i) = µi(Xi) = 1なので(
im∏
i=0

χAn,i(xi)

)(∏
i>im

µi(An,i)

)
= 0

を得る．よって等式 (E1) が証明された．ちなみにここで ei について繰り返し積分してい
るが，これは直積測度を使って積分しているわけではなく，多変数の関数を一変数ずつ積
分しているだけなので，直積測度の存在を前提にせずとも議論は成り立つ．(多変数の関数
を一変数づつ積分した値と直積測度による積分が同じ値になるというのが Fubini-Toneli

の定理 33 であった．)

等式 (E1) を用いて µが命題の条件 (A) を満たすことを示そう．∏i∈I Xi の互いに素
な被覆 {Ai}で

∞∑
i=0

µ(Ai) < 1

となるものが存在すると仮定しよう．つまり次が成り立つということである．

(B)
∞∑
i=0

∏
j=0

µj(Ai,j) < 1

である．さらに，もし任意の x ∈ X0 について
∞∑
i=0

χAi,0(x)
∏
j=1

µj(Ai,j) = 1

と仮定すると，この式を x1 について µ0 で積分をすると式 (B) に矛盾する．よって
a0 ∈ X0 であって

∞∑
i=0

χAi,0
(a0)

∏
j=1

µj(Ai,j) < 1
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となるものが存在する．以上の議論を繰り返し行うと，帰納的に列 {ai} ∈
∏

i∈I Xi で
あって，任意の k ∈ Z≥0 について

(C)

∞∑
i=0

 k∏
j=0

χAi,j (aj)

 ∞∏
j=k+1

µj(Ai,j)

 < 1

を満たすものが存在する．
ところで等式 (E1)において a = (ai)i∈Z≥0

とおくと∏i∈I Xi =
∐

iAi なので a ∈ Am

となるm ∈ I が存在する．よって先の主張から

∞∑
i=0

 m∏
j=0

χAi,j
(aj)

 ∞∏
j=m+1

µj(Ai,j)

 =
∞∑
i=0

δi,m = 1

であるがこれは式（C)に矛盾する．これで µが先の命題 39の仮定を満たすことがわかっ
た．よって命題 39より，µは D上で完全加法的である．

注意. この節での直積測度の構成方法では，有限個の測度の直積測度の存在を前提にして
いない．特に I を有限集合とするこの節の構成から有限個の場合の直積測度の存在もわか
る．ただし，上で述べた構成は確率測度に関するものとして述べているので，適宜正規化
をして適応する必要がある．有限個の直積測度は σ有限性を仮定するので，それも踏まえ
ると良いだろう．一般に σ 有限性を仮定しないと直積測度の一意性がなくなる．
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