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1 準備
この章では基本的な概念を紹介する。
この文章では，ω で最初の可算順序数を表す．また，[ω]ω は ω の有限部分集合全体か
ら成る集合を表す．

定義 1 (細分). A,B を 集合 X の部分集合の族とする。このとき A が B の細分である
とは

∀A ∈ A ∃B ∈ B A ⊂ B

となることである。

定義 2 (点有限族). 集合 X の部分集合の族 Aが点有限であるとは X の任意の点 xに対
して x ∈ Aとなる A ∈ Aが有限個しかないことである。

定義 3 (局所有限族). 位相空間 X に於いて X の部分集合の族 Aが局所有限であるとは
X の各点 xについて xの近傍 N が存在して

N ∩A ̸= ∅となる A ∈ Aは有限個

を充たすことである。

命題 4. Aを位相空間 X の局所有限な族とする。このとき

CL

( ∪
A∈A

A

)
=
∪
A∈A

CL(A)
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が成立する。*1

証明. 明らかに
CL

( ∪
A∈A

A

)
⊃
∪
A∈A

CL(A)

が成り立つ。逆向きの包含関係を示そう。x ∈ CL

( ∪
A∈A

A

)
とする。Aは局所有限なの

で xの近傍 N が存在して

N ∩A ̸= ∅となる A ∈ Aは有限個

を充たす。N と交わる Aの元を A1, A2, · · ·An とすると x ∈ CL

( ∪
A∈A

A

)
から

x ∈ CL

(
n∪

i=1

Ai

)
が成立する。しかし有限個の和集合については

CL

(
n∪

i=1

Ai

)
=

m∪
i=1

CL(Ai)

が成り立つので結局
x ∈

∪
A∈A

CL(A)

つまり
CL

( ∪
A∈A

A

)
=
∪
A∈A

CL(A)

定義 5 (星形有限). 位相空間 X に於いて X の部分集合の族 Aが星形有限であるとは任
意の A ∈ Aに対して A ∩B = Øとなる B ∈ Aが有限個しかないときにいう。

注意. 星形有限な開被覆は局所有限である。

定義 6 (ハイポコンパクト). 位相空間がハイポコンパクトであるとは空間の任意の開被覆
に対して星形有限でかつ開被覆であるような細分が存在することである。強パラコンパク
トともいう。

*1 CLは閉包作用素である。
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定義 7 (パラコンパクト). 位相空間がパラコンパクトであるとは空間の任意の開被覆に対
して局所有限でかつ開被覆であるような細分が存在することである。

定義 8 (メタコンパクト). 位相空間がメタコンパクトであるとは空間の任意の開被覆に対
して点有限でかつ開被覆であるような細分が存在することである。

定義 9. 位相空間 X に於いて X の部分集合族 Aが疎であるとは X の各点 xに対して x

の近傍 N が存在して

N ∩A ̸= Øとなる A ∈ Aが存在しないか、もしくは１個しか無い

を充たす時 Aは疎であると言う。もちろん Aが疎であるとき A,B ∈ A, A ̸= B ならば
A ∩B = Øである。

定義 10 (族正規). 位相空間 X が族正規であるとは X の閉集合からなる任意の疎な族 A
に対して A ⊂ UA となる開集合の族 {UA | A ∈ A}が存在して

A ̸= B =⇒ UA ∩ UB = Ø

が成り立つことである。*2明らかに族正規空間は正規である。

事実 11. T1 空間において、メタコンパクトでかつ族正規であることと、パラコンパクト
であることは同値である。

事実 12. κを無限基数とする。T4 空間において、κメタコンパクトでかつ κ族正規であ
ることと、κパラコンパクトであることは同値である。

注意. 一般に、正規性と ℵ0 族正規が同値である。のちに述べる、T4 空間における可算メ
タコンパクトと可算パラコンパクト性の同値性はこのことと、上の事実の系と見ることも
できる。

2 正規性
この章では、被覆を用いた正規空間の特徴付けを紹介する。

定義 13. 位相空間X が正規であるとはX の互いに素な二つの閉集合 A,B に対して、互
いに素な X の開集合 U, V が存在して A ⊂ U , B ⊂ V を満たすときにいう。X が T4 と

*2 T1 は要請しないことにする
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は X が正規でかつ T1 のときにいう。

定義 14 (開収縮). 位相空間 X の開被覆 U に対して {VU | U ∈ U}が開収縮であるとは
{VU | U ∈ U}が X の開被覆であって、任意の U ∈ U について

CL(VU ) ⊂ U

を充たすこと。

定義 15 (閉収縮). 位相空間 X の開被覆 U に対して {FU | U ∈ U}が閉収縮であるとは
{FU | U ∈ U}が X の閉被覆であって、任意の U ∈ U について

FU ⊂ U

を充たすこと。

定理 16. 位相空間 X について以下は同値である。
正規性(1)

点有限開被覆に開収縮が存在する(2)

局所有限開被覆に開収縮が存在する(3)

有限開被覆に開収縮が存在する(4)

点有限開被覆に閉収縮が存在する(5)

局所有限開被覆に閉収縮が存在する(6)

有限開被覆に閉収縮が存在する(7)

証明. 以下の論理包含図式は明らかであろう。

(2) +3

��

(3) +3

��

(4)

��
(5) +3 (6) +3 (7)

これらを踏まえて以下では
(1) =⇒ (2), (7) =⇒ (1)

を証明する。
[(1) =⇒ (2)の証明]

{Ui}i∈I を X の任意の点有限開被覆とし、I は整列しているとする。超限帰納法で
(hoge1) CL(Vi) ⊂ Ui

(hoge2) ∀k ∈ I {Vi}i≤k ∪ {Ui}k<iが X の被覆を成している
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となる Vi を構成する。0を I の最小元として、まず V0 を構成する。F0 = X \
∪

k ̸=0 Uk

と置くとこれは閉集合で {Ui}i∈I が被覆を成すことから

F0 ⊂ U0

となる。ここで X の正規性を用いると

F0 ⊂ V ⊂ CL(V ) ⊂ U0

となる開集合 V が存在する。このような V の一つを V0 とおくと

CL(V0) ⊂ U0

を明らかに充たし更に {V0} ∪ {Ui}i>0 が X の被覆を成している。
次に i < k となる任意の iについては (a), (b)を充たす Vi が構成できているとしよう。
このとき

Fk = X \

(∪
i<k

Vi ∪
∪
k<i

Ui

)

と定義する。さて
Fk ⊂ Uk

となることを見よう。もし x ∈ Fk(X \ Uk) が存在したとしよう。{Ui}i∈I は点有限な
ので x ∈ Ua となる a ∈ I は有限個であり、このようなもの全体を {a1, a2, · · · , an} と
しよう。そして b = max{a1, a2 · · · , an} と置くと Fk の定義と x ∈ Fk と x ̸∈ Uk よ
り b < k であり、b < i となる i について x ̸∈ Ui であるので b に対する (hoge2) から
x ∈

∪
i≤b Vb であるが、

∪
i≤b Vb ⊂

∪
i<k Vi と Fk の定義から x ̸∈ Fk になり、矛盾する。

よって Fk ⊂ Uk

さてさてここで X の正規性から

Fk ⊂ V ⊂ CL(V ) ⊂ Uk

となる開集合 V が存在するが、このような V のひとつを Vk としよう。このとき、
(hoge1), (hoge2)が充たされることは見やすい。
最後にこのように作られた {Vi}i∈I が X の被覆になることを見よう。x ∈ X を任意に
与える {Ui}i∈I は点有限なので x ∈ Ua となる a ∈ I は有限個であり、このようなもの全
体を {a1, a2, · · · , an} としよう。そして b = max{a1, a2 · · · , an} と置くと b < i ならば
x ̸∈ Ui なので (hoge2)から x ∈ Vj となる Vj が存在する。よって {Vi}∈I は被覆となる。
[(1) =⇒ (2)の証明終わり]
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[(7) =⇒ (1)の証明]

E,F を交わらない２つのX の閉集合としよう。このとき {X \E,X \F}はX の有限
開被覆なので (9)から閉収縮 {A,B}が存在する。つまり {A,B}は

A ⊂ X \ E, B ⊂ X \ F

となる２つの閉集合である。このとき U = X \ A, V = X \ B と置くと、これらは開集
合であり、更に E ⊂ U, F ⊂ V である。また A ∪B = X から

U ∩ V = X \ (A ∪B) = X \X = Ø

なので結局 X は正規である。
[(7) =⇒ (1)の証明終わり]

事実 17 (ウリゾーンの補題). (X,O)を正規空間とし、F,Gをその互いに素な２つの閉
集合とすると連続関数 f : X → [0, 1]が存在し

f |F = 1, f |G = 0

を充す。つまり互いに素な２つの閉集合は関数で分離できる。

定義 18. X の部分集合 S が Gδ 集合であるとは、S が可算個の X の開集合の共通部分
で表せるときにいう。また、S が Fσ 集合であるとは、S が可算個のX の閉集合の和集合
で表せる時にいう。

次の命題は、ウリゾーンの補題の応用の一つであり、断りなく頻繁に使われる。

命題 19. X を正規とする。X の閉集合 Aと開集合 U は

A ⊂ U

を満たすとする。このとき X の Gδ 閉集合 T と Fσ 開集合 S が存在して

A ⊂ S ⊂ T ⊂ U

となる。

命題 20. ウリゾーンの補題から、連続関数 f : X → [0, 1]が存在して、

f |A = 0, f |X \ U = 1
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を満たす。ここで、S = f−1([0, 1/2)), T = f−1([0, 1/2])とすると、それぞれ開集合と閉
集合であり、A ⊂ S ⊂ T ⊂ U を満たす。また、S =

∪
i∈ω f−1([0, 1/2 − 1/2i])なので、

S は Fσ である。同様にして T =
∩

i∈N f−1([0, 1/2 + 1/2i))なので、T は Gδ である。

3 正規性が遺伝する部分集合
改めて Fσ 集合を定義する。

定義 21. 位相空間の部分集合 S が、X の Fσ 集合であるとは、S が X の可算個の閉集
合の和集合でかける時にいう。また、X の部分集合 S が、X の Gδ 集合であるとは S が
X の可算個の開集合の共通部分で書ける時に言う。

定義 22. 位相空間 X のふたつの部分集合 A,B が分離的であるとは、
CL(A) ∩B = A ∩ CL(B) = 0

を満たす時にいう。

正規空間において、ふたつの閉集合は分離できるが、一般に分離的なふたつの Fσ 集合
を開集合で分離することができる。この性質は見かけ上は正規性よりも強いことを主張し
ているが、正規性と同値である。

命題 23. X を正規空間とし、A, B を X のふたつの Fσ 集合で、分離的なものとする。
このとき X の開集合 U , V が存在して U ∩ V = Øおよび、A ⊂ U , B ⊂ V を充す。

証明. X の閉集合からなるふたつの可算族 {Si}, {Ti}は Si ⊂ Si+1, Ti ⊂ Ti+1 および

A =
∪
i

Si, B =
∪
i

Ti

を充すとする。開集合の可算族 {Ui}, {Vi}を以下を充すものとする。

Si ⊂ Ui ⊂ CL(Ui) ⊂ X \ (CL(B) ∪
∪
k<i

CL(Vk)),

Ti ⊂ Vi ⊂ CL(Vi) ⊂ X \ (CL(A) ∪
∪
k<i

CL(Uk)),

CL(Ui) ∩ CL(Vi) = Ø

このような族の存在は、A, B の分離性と空間の正規性、そして帰納法によりわかる。任
意の i, j について、

Ui ∩ Vj = Ø

7



に注意しよう。そして、
U =

∪
i

Ui, V =
∪
i

Vi

とすると A ⊂ U , B ⊂ V で U ∩ V = Øなので、これで命題が証明された。

補題 24. X の Fσ 集合 S の閉部分集合は、X の Fσ 集合である。

系 25. 正規空間の Fσ 集合は正規である。

定義 26. 位相空間 X の部分集合 S が一般化 Fσ 集合であるとは、任意の X の開集合 U

で S ⊂ U となるものに対して、Fσ 集合 Aが存在して、S ⊂ A ⊂ U を満たす時にいう。

補題 27. X の一般化 Fσ 集合 S の閉集合は X の一般化 Fσ 集合である。

証明. S の閉集合を A とする。そして、X の開集合 U は A ⊂ U を満たしているとす
る。ここで A は S の閉集合なので、X の閉集合 F が存在して S ∩ F = A を満たす。
V = U ∩ (X \F )はX の開集合であり S ⊂ V を満たす。S は一般化 Fσ 集合であるから、
S ⊂ B ⊂ V となるXのFσ集合Bが存在する。BはFσなのでB =

∪
i Ci, CiはXの閉

集合、と表すことができる。そこでDi = Ci∩F とし、E =
∪

i Diとおく。これはもちろん
Fσ 集合である。まずA ⊂ E である。次にDi ⊂ V ∩F ⊂ F ∩(U∩(X \F )) = U∩F ⊂ U

なので、E ⊂ U である。以上から Aが一般化 Fσ 集合であることがわかる。

命題 28. X のふたつの分離された一般化 Fσ 集合 Aと B に対して、X の開集合 U , V

が存在して A ⊂ U、B ⊂ V と U ∩ V = Ø を満たす。

証明. A ⊂ X \ CL(B) なので、A が一般化 Fσ 集合であることを用いて A ⊂ S ⊂
X \ CL(B) となる Fσ 集合 S が存在する。R = CL(A) ∩ S は Fσ 集合である。また、
同様に B と X \ CL(A) に対して Fσ 集合 T が存在して B ⊂ T ⊂ X \ CL(A) を満た
す。そして L = T ∩ CL(B)と定義する。ここで CL(R) ⊂ CL(A)なので CL(R) ∩ L ⊂
CL(A)∩ T = Øとなる。同様に CL(L)∩R = Øとなる。よって先の命題から Rと Lを
分離する開集合が存在する。これは Aと B も分離するので、これで証明が終わる。

系 29. 正規空間 X の一般化 Fσ 集合は正規である。

定理 30. 以下は同値である。

(1) X は正規である。
(2) X の分離されたふたつの Fσ 集合は開集合で分離可能である。
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(3) X の分離されたふたつの一般化 Fσ 集合は開集合で分離可能である。

注意. 距離空間の任意の部分集合や、ω1 の定常集合などが、一般化 Fσ 集合となる。

4 可算パラコンパクト性と Dowkerの定理
この章では Dowkerによる可算パラコンパクト性の特徴付けを紹介する。以下に三つの
コンパクト性の概念を導入する。

定義 31 (可算ハイポコンパクト). 任意の可算開被覆が星形有限な開細分被覆を持つ時に
可算ハイポコンパクトという。今日ではこの概念は可算強パラコンパクトと呼ばれること
がとても多い。

定義 32 (可算パラコンパクト). 任意の可算開被覆が局所有限な開細分被覆を持つ時に可
算パラコンパクトという。

定義 33 (可算メタコンパクト). 任意の可算開被覆が点有限な開細分被覆を持つ時に可算
メタコンパクトという。

Dowkerの定理のために次の概念が必要である。

定義 34. X の可算単調被覆とは、可算被覆 {Ui}i<ω で、

Ui ⊂ Ui+1

を満たすもののことをいう。また、閉集合の族 {Fi}i<ω が単調減少とは

Fi+1 ⊂ Fi

を満たす時にいう。

Dowkerの定理の前半部分を証明しよう。これは Dowkerによる可算パラコンパクト性
の特徴付けの中で、被覆による特徴付けに関する部分である。

定理 35. X を T4 空間とする。このとき以下は同値である。

(1) X は可算ハイポコンパクト　
(2) X は可算パラコンパクト
(3) X は可算メタコンパクト
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(4) X の可算開被覆は開収縮を持つ。
(5) X の可算単調開被覆は開収縮を持つ。
(6) X の可算単調開被覆は閉収縮を持つ。
(7) X の任意の単調減少な閉集合族 {Fi}i∈N で、その共通部分が空なものに対して、開
集合族 {Gi}が存在して、Fi ⊂ Gi と

∩
i Gi = 0を満たす。

(8) X の任意の単調減少な閉集合族 {Fi}i∈N で、その共通部分が空なものに対して、
Gδ な閉集合の族 {Ai}が存在して、Fi ⊂ Ai と

∩
i Ai = 0を満たす。

証明. (1) =⇒ (2) =⇒ (3), (4) =⇒ (5) =⇒ (6) はわかる。(3) =⇒ (4), (7) =⇒ (8),

(6) =⇒ (7)と (8) =⇒ (1)を示す。
[(3) =⇒ (4)の証明]

定理 16から直ちに従う。
[(3) =⇒ (4)の証明]

[(7) =⇒ (8)の証明]

命題 19から直ちに従う。
[(7) =⇒ (8)の証明終わり。]

[(6) =⇒ (7)の証明]

{Fi}i<ω を単調減少な閉集合族で
∩

i Fi = 0を満たすものとする。
そして Ui = X \Fi とすると、{Gi}i<ω は可算単調開被覆である。よって条件 (6)から

Ai ⊂ Ui を満たす閉被覆 {Ai}i<ω が存在する。Gi = X \ Ai とすると、これは Fi ⊂ Gi

を満たす開集合であり、{Ai}が被覆であることから
∩

i Gi = 0を満たす。
[(6) =⇒ (7)の証明終わり]

[(8) =⇒ (1)の証明]

{Ui}i<ω を可算開被覆とする。このとき Fi = X \
∪

k≤i Uk は閉集合であり、{Fi}は単
調減少である。{Ui} が被覆をなすことから

∩
i Fi = 0 である。このとき (8) から Gδ な

閉集合の可算族 {Ai}が存在して Fi ⊂ Ai と
∩

i Ai = 0を満たす。X \ Ai は Fσ な開集
合である。よって閉集合族 {Bi,j}j<ω を用いて

X \Ai =
∪
j

Bi,j

とかけるが、X が T4 であることから、

Bi,j ⊂ Int(Bi,j+1)

と仮定しても良い。
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Hi,j = Int(Bi,j)とする。もちろん

(a) Hi,j ⊂ Bi,j ⊂ Hi,j+1

であり、この式 (a)から X \Ai =
∪

j Hi,j がわかる。また、Fi と Ai, Bi,j の定義から

(b) Bi,j ⊂ X \Ai ⊂ X \ Fi =
∪
k≤i

Uk

がわかる。さて、

Gn =
∪

i+j=n

Hi,j

と定義する。定義式の右側の和集合は有限個の開集合の和になっていることに注意しよ
う。すると、Gn の定義と式 (a)と (b)から

(c) CL(Gn) ⊂ Gn+1 ⊂
∪

k≤n+1

Uk

がわかる。{X \Ai}i がX の被覆であることと、X \Ai =
∪

j Hi,j から、{Hi,j}i,j がX

の被覆をなしていることがわかる。よって Gn の定義から∪
n

Gn = X

が成り立つ。
そして、O1 = G1, O2 = G2 と定義し、n ≥ 3に対しては

On = Gn \ CL(Gn−2)

と定義する。式 (c)から On ⊂
∪

k≤n Uk が成り立つのでこれに注意して集合族 U を

U = {On ∩ Ui | n < ω, i = 1, 2, . . . , n}

と定義する。
U は開集合の族である。これが {Ui}の細分になっていることは定義から明らかである。
まず U が被覆であることを示そう。x ∈ Gn となる最小の nを取る。すると x ∈ On で
ある。さらに、On ⊂

∪
k≤n Uk であるので、x ∈ Uk となる k ≤ nをとれば、x ∈ On ∩Uk

である。よって U は被覆である。
最後に U が星形有限であることを示そう。Onの定義から、j > n+2ならばOj∩On = 0

に注意しよう。すると、On ∩ Ui が交わりを持つ U の元は {Ok ∩ Um | k = 1, 2, . . . , n+
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2,m = 1, 2, . . . , n}の元のみであることがわかる。そしてこの集合は有限集合であるから
U は星形有限であることがわかる。
[(8) =⇒ (1)の証明終わり]

次に Dowkerの定理の後半を証明する。これは、コンパクト距離空間との直積に関する
部分である。

定理 36. 位相空間 X を T4 とする。このとき次の三つは同値である。

(1) X は可算パラコンパクトである。
(2) 任意のコンパクト距離空間 Y について X × Y は T4

(3) X × (ω0 + 1)は T4

証明. (2) =⇒ (3)は自明である。
[(1) =⇒ (2)の証明]

A, B を X × Y の交わらない二つの閉集合とする。今から A ⊂ U かつ CLX×Y (U) ∩
B = 0 となる X × Y の開集合 U を構成する。まず {Gi} を Y の可算開基とする。
s ∈ [ω]<ω について Hs =

∪
i∈s Gi と定義する。

x ∈ X と S ⊂ X × Y について、S[x]を S の xに関するスライスとする。つまり、

S[x] = {y ∈ Y | (x, y) ∈ S}

である。
各 s ∈ [ω]<ω に対して Us = {x ∈ X | A[x] ⊂ Hs ⊂ CLY (Hs) ⊂ Y \ B[x]} とし
た時、Us が開集合であることを示そう。まず P = {x ∈ X | A[x] ⊂ Hs} が開集合
であることを示そう。a ∈ P を任意に固定する。y ∈ Y \ Hs を任意に取る。このとき
(x, y) ̸∈ Aなので、a, y の開近傍 Ny, My が存在して (x, y) ∈ Ny ×My ⊂ (X × Y ) \ A
となる {Ny} は Y \Hs の開被覆なので、有限個の y1, . . . , yk が存在して，{Nyi

}ki=1 で
Y \ Hs を被覆できる。ここで N =

∩
i Nyi

とするとこれは a の開近傍である。さら
に、(N × (Y \ Hs)) ∩ A = 0 である。b ∈ N を任意に取り、y ∈ A[b] とする。つまり
(b, y) ∈ A である。b ∈ N であり、(x, y) ∈ A なので、(N × (Y \ Hs)) ∩ A = 0 から
y ∈ Hs である。つまり A[b] ⊂ Hs なので、b ∈ P である。よって P は開集合である。
Q = {x ∈ X | CLY (Hs) ⊂ Y \ B[x]}も同様に開集合であることが示せる。結果として
Us は開集合であることがわかる。
次に {Us}s∈[ω]<ω が X の被覆であることを示そう。x ∈ X を任意に取る。このとき
{Gi} が開基であることと、A[x] がコンパクトであることから s ∈ [ω]<ω が存在して、
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A[x] ⊂ Hs ⊂ CL(Hs) ⊂ B[x] となるので、x ∈ Us である。つまり {Us}s∈[ω]<ω は X の
被覆となる。
さて、X は可算パラコンパクトであり、先の定理から可算ハイポコンパクトであるこ
とがわかるので、{Us}の星形有限な開被覆で CLX(Vs) ⊂ Us を満たすものが存在する。
これを用いて U =

∪
s Vs ×Hs と定義する。まず A ⊂ U を示そう。(x, y) ∈ Aとする。

{Vs}は X の被覆なので x ∈ Vs となる sが存在する。特に x ∈ Us である。よって xは
A[x] ⊂ Hs ⊂ CL(Hs) ⊂ Y \B[x]を満たす。(x, y)から y ∈ A[x]なので、y ∈ Hs がわか
る。つまり (x, y) ∈ Vs ×Hs となる。従って A ⊂ U を得る。次に {Vs ×Hs}s∈[ω]<ω が
X × Y の局所有限な開集合族であることを証明しよう。(x, y) ∈ X × Y を任意に取る。
{Vs}はX の被覆なので、x ∈ Vsとなる sが存在する。{Vs}は星形有限なので、Vsと交わ
る {Vs}の元は、有限個であるから、それらを Vs(1), Vs(2), . . . , Vs(n) と表すことにしよう。
この時 Vs×Y は (x, y)の近傍であり、{Vs×Hs}のうち Vs(1)×Hs(1), . . . , Vs(n)×Hs(n)

としか交わらない。よって {Vs ×Hs}は局所有限である。
{Vs ×Hs}の局所有限性から

CL(U) =
∪
s

CL(Vs ×Hs)

が成り立つ。さらに

CL(U) =
∪
s

CL(Vs ×Hs) =
∪
s

CL(Vs)× CL(Hs) ⊂
∪
s

Us × CL(Hs)

を満たし、Us の定義から (Us ×Hs) ∩ B = 0 なので、CL(U) ∩ B = 0 である。よって
X × Y は T4 である。
[(1) =⇒ (2)の証明終わり]

[(3) =⇒ (1)の証明]

{Fi}を X の単調減少な閉集合族で ∩i Fi = 0となるものとする。この集合族に対し、
Fi ⊂ Gi で、

∩
Gi = 0となるものを構成する。

X × (ω0 + 1)の部分集合 Aを

A =
∪
i∈ω0

Fi × {i}

と定義する。この集合が閉集合であることを示そう。(x, y) ̸∈ Aとしよう。y ∈ ω0 の時
は、(X \ Fy)× {y}が Aと交わりを持たない開集合となる。
y = ω0 の時、十分大きい番号 N をとれば N ≤ n のとき x ̸∈ Fn となるので、

(X \ FN )× [N,ω0] が Aと交わりを持たない開集合となる。よって Aは閉集合である。
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さて、B = X × {ω0}とすると、Aと B は交わりを持たない X × (ω0 + 1) の閉集合
であるから、X × (ω + 1)の正規性から、交わりを持たない二つのX × (ω + 1)の開集合
U, V で

A ⊂ U, B ⊂ V

となるものが存在する。
ここで Gi = {x ∈ X | (x, i) ∈ U} = U [i] と定義する。すると、Gi は開集合であり、

A ⊂ U から Fi ⊂ Gi を満たす。また、x ∈ X を任意に取ると、(x, ω0) ∈ B ⊂ V なので、
xの近傍 S と N ∈ ω0 が存在して、S × [N,ω0] ⊂ V となる。U ∩ V = 0 なので、特に
(x,N) ̸∈ U である。つまり、x ̸∈ GN である。よって

∩
i Gi = 0がわかる。このことと

先の定理から X が可算パラコンパクトであることがわかる。
[(3) =⇒ (1)の証明終わり]

セクション 3において正規空間の一般化 Fσ 集合は正規であることを示した。同様にし
て、可算パラコンパクトかつ T4 も一般化 Fσ 集合に遺伝する。このことをコンパクト距
離空間との直積を用いた Dowker による可算パラコンパクト性の特徴づけ、つまり定理
36を用いて証明しよう。その証明の中ではいわゆる Tube lemmaと呼ばれる議論を用い
る。まずはその Tube lemmaを紹介しよう。

補題 37 (tube lemma). X を位相空間、Y をコンパクト位相空間とする。更に x ∈ X と
X × Y の開集合 O が

{x} × Y ⊂ O

を充たしているとする。このとき X における xの開近傍 N が存在して

{x} × Y ⊂ N × Y ⊂ O

を充たす。

証明. A = {x} × Y と置く

O = {U × V | A ∩ (U × V ) ̸= Ø, U × V ⊂ O, U, V はそれぞれ X,Y の開集合 }

と置くと、O は開集合族で直積の開集合の定め方から

A ⊂
∪
O

が成り立つので O は Aの開被覆である。Aは Y と同相であるからコンパクトなので

A ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O
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となる O の有限部分族 {Pi ×Qi}ni=1 が存在する。そして明らかに

Y ⊂
n∪

i=1

Qi

であり
N =

n∩
i=1

Pi

と置けば x ∈ N で

A = {x} × Y ⊂ N × Y ⊂ N ×
n∪
i

Qi =

n∪
i=1

(N ×Qi) ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O

が成り立つので証明が終わる。

ちなみに Tube lemmaが成り立つことと、Y がコンパクトであることは同値である。

命題 38. 可算パラコンパクト T4 空間の一般化 Fσ 集合は可算パラコンパクトである。

証明. X を T4 空間とし、S をその一般化 Fσ 集合とする。まず最初に系 29から S が T4

であることがわかる。よって定理 36から、任意のコンパクト距離空間 Y との直積 S × Y

が正規になることが証明できればこの命題は証明される。そのために、S × Y が X × Y

の一般化 Fσ 集合であることを証明しよう。そうすれば、X の可算パラコンパクト性から
X × Y は正規なので S × Y が正規であることもわかる。
U を X × Y の開集合で S × Y ⊂ U となるものとする。さて、補題 37 から任意の

x ∈ S に対して x の X における開近傍 Nx が存在して Nx × Y ⊂ U を満たす。ここで
V =

∪
x∈S Nx と定義するとこれは X の開集合であって、V × Y ⊂ U を満たし、さらに

S ⊂ V となる。ゆえに S が X の一般化 Fσ 集合であるから、X の Fσ 集合 Aが存在し
て S ⊂ A ⊂ V を満たす。すると、S × Y ⊂ A× Y ⊂ V × Y ⊂ U がわかり、A× Y は
明らかに X × Y の Fσ 集合なので S × Y は X × Y の一般化 Fσ 集合であることがわか
る。

系 39. 可算パラコンパクト T4 空間の Fσ 集合は可算パラコンパクトである。

証明. 命題 38 からもわかるが、A が X の Fσ 集合のとき、任意の位相空間 Y について
A× Y はX × Y の Fσ 集合になるため、このことからもわかる。この論法自体命題 38の
証明の中で使われている。

この系を用いて、Dowkerの定理をほんのちょっとさらに拡張することができる。
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定理 40. X を T4 空間とする。このとき以下は同値である。

(1) X は可算パラコンパクト
(2) X × Rは T4

(3) 任意の σ コンパクトな局所コンパクト距離空間 Y に対して、X × Y は正規

証明. X を可算パラコンパクトとすると X × [0, 1]が正規なので、その Fσ 集合に同相で
あるX ×Rの正規である。また、逆にX ×Rが正規ならその閉部分空間X × [0, 1]も正
規である。これで (1)と (2)の同値性がわかる。コンパクト距離空間は、σ コンパクトな
局所距離空間なので、(3)の条件から X の可算パラコンパクト性がわかる。逆に Y を σ

コンパクトな局所コンパクト距離空間とすると Y の一点コンパクト化をM とすると、こ
れはコンパクト距離化可能空間になるので、X の可算パラコンパクト性からX ×M は正
規空間になる。Y はM の Fσ 集合なので X × Y は正規である。

定理 35, 36, 40をまとめると次の定理が得られる。

定理 41 (Dowker). X を T4 空間とする。このとき以下は同値である。

(1) X は可算ハイポコンパクト　
(2) X は可算パラコンパクト
(3) X は可算メタコンパクト
(4) X の可算開被覆は開収縮を持つ。
(5) X の可算単調開被覆は開収縮を持つ。
(6) X の可算単調開被覆は閉収縮を持つ。
(7) X の任意の単調減少な閉集合族 {Fi}i∈N で、その共通部分が空なものに対して、開
集合族 {Gi}が存在して、Fi ⊂ Gi と

∩
i Gi = 0を満たす。

(8) X の任意の単調減少な閉集合族 {Fi}i∈N で、その共通部分が空なものに対して、
Gδ な閉集合の族 {Ai}が存在して、Fi ⊂ Ai と

∩
i Ai = 0を満たす。

(9) 任意のコンパクト距離空間 Y について X × Y は T4

(10) X × (ω0 + 1)は T4

(11) X × [0, 1] は T4

(12) X × 2ω0 は T4

(13) X × [0, 1]ω0 は T4

(14) 離散空間ではないコンパクト距離空間 Y が存在して X × Y は T4

(15) 任意の σ コンパクトな局所コンパクト距離空間 Y に対して、X × Y は正規
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(16) 離散空間ではない σ コンパクトな局所コンパクト距離空間 Y が存在して、X × Y

は T4

(17) X × Rは T4

注意. σ コンパクトな局所コンパクト距離空間の一点コンパクト化は、σ コンパクト性か
ら無限遠点が可算な基本近傍形を持つので、距離化可能である。ブルバキの位相空間論で
は σ コンパクトが「無限遠で可算」と呼ばれている。

命題 42. X を可算パラコンパクト空間とし、K をコンパクト空間とする。このとき
X ×K は可算パラコンパクトである。

証明. {Ui}i<ω を X ×K の可算な開被覆とする。このとき、s ∈ [ω]<ω に対して Os =∪
i∈s Ui とする。そして X の部分集合 Hs を

Hs = {x ∈ X | {x} ×K ⊂ Os}

と定義する。このとき補題 37によって、Hs はX の開集合である。ここで、Hs は空集合
になることもあることに注意しよう。次に {Hs}は X の被覆になることを示そう。任意
に xをとってくると、K はコンパクトなので、{x} ×K もコンパクトであることと {Ui}
が X ×K の被覆をなしていることからある s ∈ [ω]<ω が存在して {x} ×K ⊂ Os とな
る。よって x ∈ Hs となる。よって {Hs}は X の開被覆なので X の可算パラコンパクト
性より局所有限な開細分被覆 {Gs}が存在する。ここで Gs ⊂ Hs としても一般性を失わ
ない。今 U = {(Gs ×K) ∩ Ui | i ∈ s} とすると、これは {Ui}の細分であり、局所有限
な開被覆である。よって X ×K は可算パラコンパクトである。

注意. 一般に可算ハイポコンパクト（可算メタコンパクト）空間とコンパクト空間の直積
は可算ハイポコンパクト（可算メタコンパクト）となる。

5 可算パラコンパクト性の十分条件
定義 43 (monotonical normality). X を位相空間とし、

F = {(A,B) | A, B は X の閉集合で、A ∩B = 0を満たす。}

と定義する。また、この F 上に次のように順序 ≺ を定義する。(A,B) ≺ (C,D) ⇐⇒
A ⊂ C かつ (D ⊂ B)
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この準備の下、単調正規性を定義する。X の開集合全体を O(X) と書くことにする。
X が単調正規であるとは、X が T1 であって、写像 G : F → O(X)が存在して次を満た
すことである。

(1) A ⊂ G(A,B) ⊂ CL(G(A,B)) ⊂ X \B
(2) (A,B) ≺ (C,D) =⇒ G(A,B) ⊂ G(C,D)

定義 44 (条件 (H)). X を位相空間とし、

H = {(A,B) | A, B は X の部分集合で、CL(A) ∩B = 0と CL(B) ∩A = 0を満たす。}

と定義する。また、この H 上に次のように順序 ≺ を定義する。(A,B) ≺ (C,D) ⇐⇒
A ⊂ C かつ (D ⊂ B)

X が条件 (H)を満たすとは、X が T1 であって、写像H : H → O(X)が存在して次を
満たすことである。

(1) A ⊂ H(A,B) ⊂ CL(H(A,B)) ⊂ X \B
(2) (A,B) ≺ (C,D) =⇒ H(A,B) ⊂ H(C,D)

この Gを単調正規作用素という。

定義 45 (条件 (P )). X を位相空間とし、

P = {(p,B) | pは X の点で、B は X の部分集合で、p ̸∈ B を満たす。}

と定義する。また、この P 上に次のように順序≺を定義する。(p,B) ≺ (q,D) ⇐⇒ p =

q かつ (D ⊂ B)

X が条件 (H)を満たすとは、X が T1 であって、写像 P : H → O(X)が存在して次を
満たすことである。

(1) p ∈ P (p,B) ⊂ CL(P (p,B)) ⊂ X \B
(2) (p,B) ≺ (p,D) =⇒ P (p,B) ⊂ P (p,D)

(3) p ̸= q ならば P (p, {q}) ∩ P (q, {p})

命題 46. T1 位相空間 X に対して以下は同値である。

(1) X は単調正規
(2) X は条件 (H)を満たす。
(3) X は条件 (P )を満たす。
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証明. まず最初に単調正規性に関して、写像Gに用いて (A,B) ∈ F に対してG′(A,B) =

G(A,B) \ CL(G(B,A)) と定義することにより G′ は単調正規作用素になり、さらに
(A,B) ∈ F に対してG′(A,B)∩G′(B,A) = 0を満たす。よって最初からGはG(A,B)∩
G(B,A) = 0を満たすと仮定しても良い。
さて、F ⊂ Hから (2) =⇒ (1)は自明である。そして (1) =⇒ (3)も、(A,B) ∈ F に対
して G(A,B) ∩G(B,A) = 0 となることから P (p, C) = G({p}, C)と定義すればよい。
最後に (3) =⇒ (2) を示そう。(A,B) ∈ H とする。このとき H(A,B) =∪
p∈A P (p,CL(B)) と定義する。これが条件 (H) の (1), (2) を満たしていること
を確認しよう。A ⊂ H(A,B) は定義から明らかである。任意の p ∈ A、q ∈ B

に対して P (p,CL(B)) ⊂ P (q, {p}) および P (q,CL(A)) ⊂ P (q, {p}) を満たす。
H(p, {q}) ∩ H(q, {p}) = 0 なので H(A,B) ∩ H(B,A) = 0 である。B ⊂ H(B,A) で
H(B,A)は開集合なので CL(H(A,B)) ⊂ X \ B である。条件 (H)の (1)は確かめられ
た。(A,B) ≺ (C,D)に対して H(A,B) ⊂ H(C,D)であることは、条件 (P )の (2)から
従う。

注意. 以下では単調正規作用素 Gは (A,B) ∈ F に対して G(A,B) ∩ G(B,A) = 0を満
たすと仮定する。

命題 47. 単調正規空間は遺伝的である。特に単調正規 T1 空間は T5 である。

証明. T1 を仮定するとき単調正規性が条件 (H)と同値であることから直ちに従う。

命題 48. 単調正規空間は族正規である。

証明. X を単調正規空間とし C を疎な閉集合族とする。この時 A ∈ C に対して

UA = G

A,
∪

B∈C,B ̸=A

B


と定義する。このとき A ∈ C に対して A ⊂ UA であり、A ̸= B ならば UA ∩ UB ⊂
G(A,B) ∩G(B,A) = 0 なので、X が族正規であることがわかる。

補題 49. LOTSは単調正規

証明. X を LOTSとして ≤をその順序とする。また、この順序とは別に X に整列順序
W を導入する。今から X が条件 (P )を満たすことを証明する。
一般に LOTSの部分集合 S が凸集合であるとは a, b ∈ S の時 [a, b] ⊂ S となるときに
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いう。
p ∈ X とし、C を X の閉集合で p ̸∈ C となるものとする。このとき Con(p, C) を

X \C の部分集合であって pを含む極大な凸集合とする。L(p, C) = Con(p, C)∩ (←, p)、
R(p, C) = Con(p, C) ∩ (p,→)と定義する。また、（それが存在する場合には）

l(p, C) = min
W

L(p, C), r(p, C) = min
W

R(p, C)

と定義する。ここで minW は整列順序W による最小値である。
さて

P (p, C) =


(l(p, C), r(p, C)) L(p, C) ̸= 0かつ R(p, C) ̸= 0のとき
[p, r(p, C)) L(p, C) = 0かつ R(p, C) ̸= 0のとき
(l(p, C), p] L(p, C) ̸= 0かつ R(p, C) = 0のとき
{p} L(p, C) = R(p, C) = 0のとき

と定義するとこれは条件 (P )を満たすことがわかる。
まず条件 (P )の (1)を満たすことは定義の仕方からわかる。
次に条件 (P ) の (2) を満たすことを見よう。p ̸∈ C で D ⊂ C としよう。定義から

Con(p, C) ⊂ Con(p,D)がわかる。よって、L(p, C) ⊂ L(p,D)と R(p, C) ⊂ R(p,D)が
わかる。さらに、x ∈ L(p,D) \L(p, C)と y ∈ L(p, C)について x < yとなることがわか
る。同様に x ∈ R(p,D) \R(p, C)と y ∈ R(p, C)について y < xがわかる。これらのこ
とから l(p,D) ≤ l(p, C)と r(p, C) ≤ l(p,D)が従う。よって条件 (P )の (2)が成り立つ。
最後に条件 (P )の (3)を示そう。互いに異なる p, q ∈ X をとる。このとき p < q と仮
定しても良い。すると L(p, {q}) = (←, p), R(p, {q}) = L(q, {p}) = (p, q), R(q, {p}) =
(q,→)がわかるので条件 (P )の (3)は成り立つ。

定義 50. GO-space とは LOTS の部分空間と同相な空間のことである。Generalized

Ordered spaceの略である。

系 51. GO-spaceは単調正規

命題 52. T1 単調正規空間は (遺伝的)可算パラコンパクトである。

証明. X を単調正規空間とする。条件 (P ) を使う。E = {(p, U) | p ∈ U ∧ U ∈ O(X)}
と定義しする。この時 E : E → O(X)を

E(p, U) = P (p,X \ U)

と定義する。この時 E は次を満たすことに注意しよう。
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(1) x ̸= y =⇒ E(x,X \ {y}) ∩ E(y,X \ {x}) = 0,

(2) x ∈ U ⊂ V =⇒ E(x, U) ⊂ E(x, V )

さて、X の単調減少な閉集合の族 {Di}i<ω で
∩

i Di = 0となるものを考える。このと
き開集合族 {Ui}i<ω が存在して Di ⊂ Ui と

∩
i Ui = 0を満たすものを構成していく。こ

れは T4 空間においては可算パラコンパクト性と同値である。
x ∈ X に対して、i(x) = min{i | x ̸∈ Di}と定義する。そして、V0(x) = E(x,X\Di(x))

と定義し、i > 0に対しては帰納的に Vi(x) = E(x, Vi−1(x))と定義する。
S を次の条件を満たす集合 {xn ∈ X | n ∈M}の全体とする。

(1) M は ω の無限部分集合
(2) i(xn) = n

(3) 任意の n ∈ M と m > nとなる任意の m ∈ M に対して xn ∈ Vm−n(xm)が成り
立つ。

また、S ∈ S に対して Q(S)を
Q(S) = {x ∈ X | ∀n ∈M n > i(x) =⇒ x ∈ Vn−i(x)(xn)}

と定義する。定義から、S ⊂ Q(S)であることに注意しよう。
さらに S を整列集合で単射的に添字づけして、S = {Sα | α < δ}とする。ここで δ は
順序数である。δ の部分集合 L を次のように定義する。β < δ に対して、L ∩ β はすで
に定義されているとする。このとき、β ∈ L とは任意の α < β となる α ∈ L について
Sβ ∩Q(Sα) = 0 と定義する。
これを用いて各 x ∈ X に対してW (x)を次のように定義する。
まず x ∈ X \

∪
α∈L Q(Sα)のとき。このときはW (x) = Vi(x)(x)と定義する。このと

き x ∈W (x)に注意しよう。
次に x ∈

∪
α∈L Q(Sα)のときには x ∈ Q(Sα) となる最小の αを使って次のように定義

する。Sα = {xn | n ∈M}として、W (x) = Vi(x)(x) \
∪

n<i(x) CL(V0(xn)) と定義する。
n < i(x)と x ∈ Dn に注意すると x ∈W (x)がわかる。
このW (x)を用いて U(x) = E(x,W (x))と定義する。そして Ui =

∪
{U(x) | x ∈ Di}

と定義する。このときもちろん Di ⊂ Ui が成り立つ。今から
∩

i Ui = 0を示す。
x ∈

∩
i Ui となる x ∈ X が存在すると仮定する。このとき Ui の定義から任意の n < ω

について x ∈ U(p)となる p ∈ Dn が存在する。このことと、
∩

i Di = 0から、ω の無限
部分集合 K と列 {pk ∈ X | pk ∈ K}が存在して、任意の k ∈ K について i(pk) = k と、
x ∈ U(pk)を満たす。C = {pk ∈ X | pk ∈ K}と書くことにしよう。
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まず最初に k, j ∈ K について、k < j ならば pk ∈ W (pj) を証明しよう。このとき
i(pl) = lから、pj ∈ Dk がわかる。そして、

U(pk) ⊂W (pk) ⊂ Vk(pk) ⊂ E(pk, X \Dk) ⊂ E(pk, X \ {pj})

がわかる。また、U(pj) ⊂ E(pj ,W (pj))である。ここでもしも pk ̸∈ W (pj)だったなら
ば、U(pj) ⊂ E(pk, X \ {pk})となり、

U(pk) ∩ U(pj) ⊂ E(pk, X \ {pk}) ∩ E(pk, X \ {pj}) = 0

となるが、x ∈ U(pk) ∩ U(pj)なのでこれはありえない。よって pk ∈W (pj)である。
次に C ∈ S を示そう。k, j ∈ K について、k < j とする。このとき先ほど示したこと
から

pk ∈W (pj) ⊂ Vj(pj) ⊂ Vj−k(pj)

となる。これは C ∈ S と同値である。また、これは C ⊂ Q(C)であることも示している。
ある α ∈ Lについて Q(Sα) ∩ C ̸=0であることを示そう。C = Sγ と添字づけられてい
るとする。α < γ となる αについて、Q(Sα) ∩ Sγ ̸= 0となっている αが存在するならば
証明すべきことはない。もし α < γ となる任意の αについて、Q(Sα)∩ Sγ = 0となるな
らば、Lの定義から γ ∈ Lとなり、C ⊂ Q(C)から、γ が求めるものになる。
以上を踏まえて、Q(Sα) ∩ C ̸= 0となる最小の α ∈ Lをとる。そして pk ∈ Q(Sα)と
なる k ∈ K をとる。今から、k < j となる j ∈ K については pj ∈ Q(Sα)となることを
示す。Sα = {xn | n ∈ M} とする。j に対して j < n となる n ∈ M をとる。このとき
xn ∈ Dj が成り立つ。このことと、V∗(∗)の定義から

Vj−k(pj) ⊂ E(pj , X \Dj) ⊂ E(pj , X \ {xn})

が成り立つ。また、n− j < n− k なので

Vn−k(xn) ⊂ E(xn, Vn−j(xn))

が成り立つ。もしここで、pj ̸∈ Vn−j(xn)と仮定すると、

Vj−k(pj) ∩ Vn−k(xn) ⊂ E(pj , X \ {xn}) ∩ E(xn, X \ {pj}) = 0

となるが、これは pk ∈ Vj−k(pj)∩Vn−k(xn)に反する。(pk ∈ Q(Sα)に注意しよう) よっ
て pj ∈ Vn−j(xn)なので pj ∈ Q(Sα)である。また、αの取り方から、pj ∈ Q(Sβ)とな
る β の最小値は αとなる。
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先ほどとった k ∈ K について考える。k < mとなるm ∈M をとる。さらにm < j と
なる j ∈ K をとる。すでに pk ∈ W (pj)であることは証明している。また、pk ∈ Q(Sα)

なので、pk ∈ Vm−k(xm) ⊂ V0(xm) となるので、pk ∈W (pj)∩ V0(xm)である。しかし、
W (pj)の定義を思い返してみると、pj ∈ Q(Sα)となる αはこのような順序数のうち最小
であり、m < i(pj) = j なので、W (pj) ∩ V0(xm) = 0となる。これは矛盾である。よっ
て ∩i Ui = 0であり、X は可算パラコンパクトである。

系 53. LOTSは可算パラコンパクト

系 54. GO-spaceは可算パラコンパクト

定義 55. 位相空間 X が T6 であるとは、X が T4 であり、かつその空間の任意の閉集合
が Gδ になる時にいう。

系 56. T6 空間は可算パラコンパクトである。

定理 57. 以下の空間は全て可算パラコンパクトである。

(1) コンパクトハウスドルフ空間
(2) パラコンパクトハウスドルフ空間
(3) 距離空間
(4) LOTS

(5) GO-space

(6) 単調正規空間
(7) T6 空間

注意. 族正規だが単調正規ではない空間の例として Rudinの Dowker spaceがある。

6 可算パラコンパクト性にまつわる例
ここでは可算パラコンパクト性に関する反例を紹介していく。
Greeverの論文 [6]にはいろんなコンパクト性の概念と、いろんな反例がたくさん載っ
ている。

例 58 (ω1). 空間 ω1 は可算コンパクトであるが、パラコンパクトではない T5 空間であ
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る。またこの空間は T6 ではない。加算コンパクトでパラコンパクトな空間はコンパクト
空間になる．ω1 はコンパクト空間ではないので，パラコンパクトではない．

例 59 (
⨿

i<ω ω1). 空間 ω1 の可算個の位相的直和は、可算コンパクトでなはなく、可算
パラコンパクトな T5 空間である。もちろん T6 ではない。一般に加算パラコンパクト空
間の可算個の直和は可算パラコンパクトになる．

例 60 (ω1 × (ω1 + 1)). ω1 × (ω1 + 1)は正規ではない T3.5 空間であり、可算ハイポコン
パクト、可算パラコンパクト、可算メタコンパクトを満たす。証明略。これは命題 42に
関係した例である。

例 61 (Arens’ simplified plane). ([14]) T3 ではないハウスドルフなメタコンパクト非パ
ラコンパクト空間。J = {x ∈ R | 0 < x < 1}と置き、X = J × J ∪ {(0, 0), (1, 0)}と定
義する。
n ∈ Nについて

Ln = {(x, y) ∈ J × J | 0 < x < 1/2, 0 < y < 1/n} ∪ {(0, 0)}

Rn = {(x, y) ∈ J × J | 1/2 < x < 1, 0 < y < 1/n} ∪ {(1, 0)}

と定義して (0, 0) には {Ln}n∈N を、(1, 0) には {Rn}n∈N を基本近傍系として、そして
J × J の元には普通の平面の部分集合としての近傍系を導入するとキチンと位相を導入出
来る。この空間を (X,O)と書こう。

命題 62. (X,O)はハウスドルフ空間である。

証明. 明らか

命題 63. (X,O)は正則空間ではない。

証明.

CL(Ln) = {(x, y) ∈ J × J | 0 < x ≤ 1/2, 0 < y ≤ 1/n} ∪ {(0, 0)}

CL(Rn) = {(x, y) ∈ J × J | 1/2 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1/n} ∪ {(1, 0)}

から分かる。

命題 64. (X,O)はパラコンパクトではない。

証明. パラコンパクトハウスドルフ空間は正則空間でなければならないからである。
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命題 65. (X,O)はメタコンパクトである。

証明. まず X の部分空間として J × J は普通の平面の部分空間としての位相と一致する
ことを鑑みると、J × J がパラコンパクトである事が分かる。さらに J × J は X の開集
合である。
X の任意の開被覆 U についてこれを J × J に制限する。つまり

V = {U ∩ (J × J) | U ∈ U}

を考える。J × J はパラコンパクトなので V の局所有限開細分被覆 P が存在する。そし
て (0, 0), (1, 0)を含む U の元をひとつづつ選び A,B とすると

Q = P ∪ {A,B}

は U の点有限開細分被覆である。

命題 66. (X,O)は σ コンパクトである。従ってリンデレフ空間である。

証明. X の部分空間 J × J が σ コンパクトであり、{(0, 0), (1, 0)}もコンパクトだからで
ある。

命題 67. (X,O)は可算パラコンパクトではない。

証明. リンデレフかつ可算パラコンパクトならばパラコンパクトでなければならないから
である。

命題 68. (X,O)は第二可算公理を充たす。

証明. X の部分空間 J × J が開部分空間であり、かつ第二可算で、(0, 0), (1, 0)はそれぞ
れ可算な基本近傍系を持つからである。

以上から (X,O)は可算パラコンパクトではないメタコンパクト σ コンパクトハウスド
ルフ空間である事が分かる。

例 69 (Heath’s half plane: Vの字近傍の空間). ([7]) T3.5 で非可算パラコンパクト、メ
タコンパクト空間。X = R× [0,∞)とし、p ∈ Rに対して、

N(p, n) = {(x, y) ∈ X | y = x−p∧0 ≤ y ≤ 1/n}∪{(x, y) ∈ X | y = −x+p∧0 ≤ y ≤ 1/n}

とする。この時、

B = {{(x, y)} | y > 0} ∪ {N(p, n) | p ∈ R, n ∈ N}
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と定義するとこれはX の開基になっている。つまり、この空間の点 (x, y)の基本近傍は、
y > 0の時は {(x, y)}になり、y = 0の時は N(x, n)という形になっている。

補題 70. 空間 X は T3.5 空間である。

証明. 0次元なハウスドルフ空間なので、T3.5 を満たす。

補題 71. 空間 X はメタコンパクトである。

証明. y > 0となる (x, y)に対して、(x, y) ∈ N(z, n)となるような z はふたつしかない
からである。

補題 72. 空間 X は可算パラコンパクトではない。

証明.
U = {N(p, 1) | p ∈ Q} ∪ {X \ (Q× {0})}

が局所有限な開細分被覆を持たない可算な開被覆であることを示そう。U の局所有限な開
細分被覆 V が存在するとしよう。この時、

V = {N(p, n(p)) | p ∈ Q} ∪ {X \ (Q× {0})}

という形だとしても一般性を失わない。
任意の n ∈ Nと有限部分集合M ⊂ Qに対して

Sn,M = {x ∈ R | N(x, n)は {N(p, n(p)) | p ∈M}の元としか交わらない }

と定義する。V は局所有限なので、R =
∪

n,M Sn,M である。{Sn,M}は可算な族なので、
ベールの範疇定理から、n ∈ N と有限部分集合M ⊂ Q と a < b を満たすふたつの実数
a, bが存在して、次を満たす：(a, b) ∩ Sn,M は (a, b)の中で稠密である。(a, b)の中から
q ̸∈ M となる q ∈ Q をとると、Sn,M の定義と (a, b) ∩ Sn,M の稠密性そして N(x, n)

という近傍の形から x ∈ Sn,M が存在して N(q, n(q)) ∩ N(x, n) ̸= 0 となる。しかし、
N(x, n) は {N(p, n(p)) | p ∈ M} の元としか交わらないはずなのでこれは矛盾である。
よって X は可算パラコンパクトではない。

補題 73. 空間 X は T4 ではない．

証明. T4 空間上では可算パラコンパクトと可算メタコンパクトは同値であるからであ
る．
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この空間は、T4 がないと、可算メタコンパクトと可算パラコンパクトが同値でないこ
とを示している。

例 74 (Bing’s example G). ([4]) メタコンパクトではなく，族正規でもない T5 な可算パ
ラコンパクト空間が存在する．これはまた T6 ではない。
P を非可算集合として，Q = 2P とする．すなわち Q は P の冪集合である．また，

Q は P から 2 = {0, 1} への写像全体の集合とみなせる．そして，F = 2Q とし，各
p ∈ P に対して fp ∈ F を，p ∈ q ならば fp(q) = 1 で，そうでないならば fp(q) = 0

と定義する．これは，p ∈ P に関する Q 上定義された評価関数とみなすことができ
る．そして FP = {fp ∈ 2Q | p ∈ P} と定義する．τ を 2Q の積位相として，F に
τ ∪ {{x}} | x ∈ F \ FP } を開基とする位相を導入する．この空間 F を Bing’s example

Gと呼ぶ．ここで，F の中で Fp が離散空間であることに注意しよう．実際，p ∈ P に対
して，{p}成分への射影 π{p} : 2Q → 2を考える．そして，π−1

{p}({1})を考えるとこれは
開集合で，fp 以外の FP の元を含まない．

補題 75. 空間 F は T5 である．

証明. F が T1 であることは定義から簡単にわかる．次に正規であることを示そう．A, B

を F の互いに離れた集合とする．つまり CL(A) ∩ B = 0かつ A ∩ CL(B) = 0を満たす
とする．このとき，Aと B のどちらか一方が F \ FP に含まれるときには，それは開集
合になるので，正規性の条件は満たされる．そうでないとき，つまり A ∩ FP ̸= 0 かつ
B ∩ FP ̸= 0 のときを考える．そして

q1 = {p ∈ P | fp ∈ A}

q2 = {p ∈ P | fp ∈ B}

と定義する．これを使って，UA = π−1
q1 ({1}) ∩ π−1

q2 ({0}), UB = π−1
q2 ({1}) ∩ π−1

q1 ({0})
と定義する．定義から UA と UB は F の開集合である．このとき UA ∩ UB = 0であり，
A ∩ FP ⊂ UA で B ∩ FP ⊂ UB である．さて，OA = (UA ∪ (A ∩ (F \ FP ))) \ CL(B),

OB = (UB ∪ (B ∩ (F \ FP ))) \CL(A) とすると，これらは F の開集合であり，A ⊂ OA

，B ⊂ OB で，OA ∩OB = 0を満たす．よって F は正規である．

補題 76. F は族ハウスドルフではない．

証明. FP が F の中で閉集合であり，相対位相は離散位相であることを踏まえると，FP

は疎な点の族である．ここで，各 p ∈ P について，fp ∈ Op となる互いに素な開集合の族

27



{Op}p∈P が存在したとしよう．ここで，各 Op は 2Q の開集合としてもよい．2Q は ccc

を満たすので，P が非可算であるとき，上で述べた {Op}p∈P は存在し得ない．よって F

は族ハウスドルフではない．

補題 77. F は T5 空間ではない．

証明. F の位相の定め方から，F における p ∈ FP の近傍系は 2Q と一致する．また F は
T1 なので {p}は閉集合である．そして，2Q は第一可算公理を満たさないので，F は T6

ではない．

また，F がメタコンパクトであることも証明できる．

例 78 (Micahel line M). ([10]) パラコンパクトハウスドルフ空間だが、ωω との直積が
正規にならない例 。また、Mは非リンデレフである。遺伝的パラコンパクトであり、T5

になる。しかし T6 ではない。
台集合はM = Rとする。Rの通常の位相を τR として、Mの開基を次のように定める。

B = τR ∪ {{x} | x ∈ P}

ここで P = R \Qである。
まずMはハウスドルフであることが定義から直ちにしたがう。

命題 79. Mは遺伝的パラコンパクトである。よって T5 である。

証明. S ⊂ M とする。U は S ⊂
∪
U とする。また U ⊂ B としても一般性を失わない。

B の定義はMの定義をみよ。そして V =M∩ τR とする。Rは距離空間なので遺伝的パ
ラコンパクトである。よって V に対して、細分 P が存在して、x ∈

∪
V に対しては局所

有限を担保する近傍が存在し、また、∪P =
∪
V となる。U \ V の元は全て一点集合なの

で、Q = P ∪ (U \ V)は U の細分であって、∪Q =
∪
U であり、x ∈

∪
Qについては局

所有限性を担保する開近傍が存在する。よって S はパラコンパクトである。結果として
M は遺伝的パラコンパクトである。パラコンパクトハウスドルフ空間は正規なので、遺
伝的パラコンパクトハウスドルフ空間は T5 である。

命題 80. Mのなかで Qは Gδ ではない閉集合である。よってMは T6 ではない。

証明. 位相の定め方から Qが閉集合であることは直ちにわかる。
今 Qが可算個のMの開集合 {Ui}の共通部分になっているとしよう。さて各 Ui と p ∈

Q について O(p, i) を Ui に含まれる p のユークリッド開近傍の中で最大のものとする。
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このとき位相の定め方から O(p, i) は M の開集合でもある。そして Vi =
∪

p∈Q O(p, i)

とするとこれは R の開集合でもあるし、M の開集合でもある。また Vi ⊂ Ui なので
Q =

∩
i Vi である。つまり、Qは Rの Gδ 集合であることが導かれるが、よく知られた事

実*3として、Qは Rの Gδ 集合ではないのでこれは矛盾である。

命題 81. M は連続体濃度を持つ閉離散部分空間を持つ。よって M はリンデレフでは
ない。

証明. Q = {pi}i<ω と添字づけをする。このとき Ui を中心が pi で半径が 2−i の実数直
線の開球とする。定義から各 Ui は M の開集合である。ここで測度を考慮に入れると、
U =

∪
i Ui は Rを被覆せず、R \ U の測度は正（無限大）であって、R \ U ⊂ Pである。

R \ U はMのなかで閉集合であり、Mの開集合の定め方から R \ U は離散部分空間とな
る。ルベーグ測度正の集合は連続体濃度を持つので命題は示された。

命題 82. M × Pは正規ではない。ここで Pには Rから誘導される通常の位相が入って
いるとする。

証明. M× Pの部分集合 D と E を以下のように定義する。

D = {(x, x) | x ∈ P}, H = Q× P

H が閉集合であることは直ちにわかる。D が閉集合であることも直ちにわかる。これは
M が R の位相より細かく、R × P の中で D が閉集合だからである。もちろん D と H

は交わらない。このふたつの閉集合が開集合で分離できないことを示そう。D ⊂ U と
H ⊂ V となるふたつの開集合を与えよう。p ∈ Pと n < ω に対して B(p, n)を pを中心
とする半径 2−n のユークリッド開球と Pの共通部分とする。{x}×B(x, n)は (x, x) ∈ D

の基本近傍系をなす。
各 n < ω に対して

Sn = {x ∈ P | {x} ×B(x, n) ⊂ U}

と定義する。{x} × B(x, n)は (x, x) ∈ D の基本近傍系をなすので、P =
∪

n<ω Sn とな
る。よってベールの範疇定理からある n < ωと a, b ∈ P が存在して、a < bと (a, b)∩Sn

は (a, b)の中で稠密になる。E =
∪

x∈(a,b)∩Sn
{x} × B(x, n)を考えると、これは E ⊂ U

を満たしているが、x ∈ (a, b)と xに十分近い p ∈ (a, b) ∩ Qをとると、(x, p)の近傍は
E と交わってしまうので、U ∩ V ̸= 0である。よってM× Pは正規ではない。

*3 Qは完備距離づけ可能ではないからである。このことはベールの範疇定理からわかる。
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M の存在から、ωω を Fσ 集合として含むコンパクト空間は存在しないことがわかる。
Pは ωω に同相であることに注意せよ。

注意. 森田紀一は任意の距離空間との直積が T4 になる空間 X を、X の被覆に関する条
件で内在的に特徴づけた。このような空間を (Morita’s) P-spaceと呼ぶ。実は T6 空間は
P -spaceになる。このことからもMは T6 ではないことがわかる。

例 83 (Sorgenfrey line S). ゾルゲンフライ直線 Sは正則かつ（遺伝的）リンデレフなの
で、パラコンパクトである。また、T5 であることもわかる。しかしながら S × Sは可算
パラコンパクトではない。これは直積で可算パラコンパクト性が保たれないことを示して
いる。

7 Dowker space

定義 84 (Dowker space). 可算パラコンパクトでない T4 空間を Dowker spaceという。

定義 85. 基数 κについて、X が κ-Dowker spaceとは、X が T4 であり、さらに単調減
少な閉集合の族 {Di}i<κ が存在して

∩
i<κ Di = 0 を満たし、さらに次のことを満たす。

Di ⊂ Gi となる開集合の族 {Gi}は ∩
i<κ

Gi ̸= 0

を満たす時にいう。

命題 86. ℵ0-Dowker spaceは Dowker spaceである。

証明. わかる。

このことから、κ-Dowker spaceは Dowker spaceの一般化になっていることがわかる。
以下では与えられた無限基数 κに対して、κ-Dowker spaceを構成していく。

命題 87. κを無限基数とする。このとき基数の増大列 {λi}i<κ が存在して以下を満たす。

(1) 任意の iについて κ+ < cf(λi)

(2) 任意の iについて λi = λκ
i

(3) a < bの時 λa < cf(λb)

証明. λ0 = 2κ
+ とし、λi = 2supβ<i(λβ) とすると命題の条件を満たす。
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定義 88. κを無限基数とする。{λi}i<κ を命題 87で存在が保証される列とする。そして
λ = supi λi とする。そして

F = {f : κ→ λ | ∀α < κ f(α) ≤ λα}

G = {f : κ→ λ | ∀α < κ f(α) < λα}

と定義し、これを用いて

X = {f ∈ F | ∃β < κ ∀α < κ κ+ ≤ cf(f(α)) ≤ cf(λβ)}

と定義する。
f, g ∈ F について f < g (resp. f ≤ g) を任意の i について f(i) < g(i)(resp.

f(i) ≤ g(i))であることと定義する。
そして f < g となる f, g ∈ F について

U(f, g) = {h ∈ X | f < h ≤ g}

と定義する。この形の集合全体は、X の開基となる。
この開基によって生成される位相で X に位相を定義する。X はハウスドルフ空間であ
ることが簡単にわかる。

以下では X が κ-Dowker spaceであることを示そう。

命題 89. i < κについて

Di = {f ∈ F | ∀β ≤ i f(β) = λβ}

と定義する。このとき各 Di は閉集合であり、Di は単調減少で∩
i<κ

Di = 0

を満たす。

証明. まず、共通部分が空であることはX の定義からわかる。また i < j ならばDj ⊂ Di

もわかる。
最後に Di が閉集合であることを示そう。x ̸∈ Di とする。すると、ある β ≤ iが存在
して x(β) < λβ がわかる。このとき y ∈ U(0, x)を取ると、やはり y(β) ≤ x(β) < λβ な
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ので、y ̸∈ Di である。つまり U(0, x)はDi と交わりを持たない xの開近傍で、xは任意
であったので、Di は閉集合である。

以下では Di ⊂ Ui を満たす開集合族は常に
∩

i Ui ̸= 0となることを証明する。

補題 90. {Ui}は Di ⊂ Ui を満たす開集合族とする。このとき各 α < κに対して f ∈ G

が存在して、
{g ∈ G ∩X | f < g} ⊂ Uα

証明. α < κを固定する。
{λi}は単調であり、λα = λκ

α を満たす。よって
∏

β≤α λβ の濃度も λα であるから、族
{hδ}δ<λα

⊂
∏

β≤α λβ を以下の条件を満たすように定義できる。

δ < λα と h ∈
∏
β≤α

λβ を任意に与えたときに j ∈ λα が存在して δ < j と h = hj を満たす。

さて補題の条件を満たす f が存在しないと仮定しよう。帰納法によって各 i < λα に対
して fi, gi ∈ Gを定義する。各 j < iについて fj が定義されたとしよう。このとき上の
族 {hδ}δ<λα

を用いて

gi(k) =

{
hi(k) k ≤ α

sup{fj(k) | j < i} α < k

と定義する。命題 87 より α < k の時は λα < cf(λk) なので、gi ∈ G がわかる。fi は
fi ∈ (X ∩G) \ Uα と gi < fi を満たすものとする。
さてここで x ∈ F を

x(k) =

{
λk k ≤ α

sup{fi<λα
(k)} α < k

と定義する。命題 87より α < k の時は λα < cf(λk)なので、x ∈ X がわかる。
定義から f ∈ Dα であり従って f ∈ Uα なので、g ∈ F が存在して、g < x と

U(g, x) ⊂ Uα を満たす。k > α を満たす k ∈ κ について、{fi(k)}i∈λα
は狭義単調であ

るから、g < xから g(k) < fm(k)(k)となるm(k) < λα が存在する。κ < cf(λα)なので
m = supk>α m(k) ∈ λα である。よって α < k となる k ∈ κについて

g(k) < fm(k)
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となる。さて、{hδ}の作り方からm < lとなる lが存在して k ≤ αについて

hl(k) = g(k)

を満たす。fl の定義から k ≤ αについて g(k) = hl(k) < fl(k)なので、結局 g < fl がわ
かる。また f ≤ xなので、

fl ∈ U(g, x) ⊂ Uα

だが、これは fl ̸∈ Uα に反する。

命題 91. {Ui}は Di ⊂ Ui となる開集合族とする。このとき
∩

i Ui ̸= 0

証明. 補題 90で保証される fi を Ui ごとに取る。各 i < κに対して

sup
k<κ

fk(i) < αi < λi

で cf(αi) = κ+ となる αi をとる。これは、命題 87から、i < κならば κ+ < cf(λi)であ
るから可能である。そして x(i) = αi と定義する。もちろん x ∈ Gである。そして

κ+ ≤ cf(x(i)) = cf(αi) ≤ cf(λ0)

なので、x ∈ X である。また、

x ∈ {g ∈ G ∩X | fi < g} ⊂ Ui

なので、x ∈
∩

i Ui である。よって
∩

i Ui ̸= 0

以下では位相空間 X が族正規であることを証明する。改めて族正規の定義をする。

定義 92. 位相空間 X に於いて X の部分集合族 Aが疎であるとは X の各点 xに対して
xの近傍 N が存在して

N ∩A ̸= Øとなる A ∈ Aが存在しないか、もしくは１個しか無い

を充たす時 Aは疎であると言う。もちろん Aが疎であるとき A,B ∈ A, A ̸= B ならば
A ∩B = Øである。

定義 93 (族正規). 位相空間 X が族正規であるとは X の閉集合からなる任意の疎な族 A
に対して A ⊂ UA となる開集合の族 {UA | A ∈ A}が存在して

A ̸= B =⇒ UA ∩ UB = Ø
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が成り立つことである。*4明らかに族正規空間は正規である。

Hを X の疎な閉集合の族とし、以降は固定する。

補題 94. α < κとする。t ∈ F は任意の α < κについて κ+ ≤ cf(t(α))を満たすものと
する。

Uα = {h ∈ X | h ≤ t ∧ ∀i < κ cf(h(i)) ≤ cf(λα)}

とする。
このとき f ∈ F が存在して f < tであり、{h ∈ Uα | f < h}はHの元と高々一個とし
か交わらない。

証明. α < κを固定する。
まず最初に

N = {i < κ | cf(t(i)) ≤ cf(λα)}, M = {i < κ | cf(λα) < cf(t(i))}

と定義する。N ∩M = 0であり N ∪M = κである。
命題 87から a < bの時 λa < cf(λb)なので、l < αと p ≤ λl について、

cf(p) ≤ λl < cf(λα)

が成り立つ。よって任意の l < αについて t(l) ≤ λl なので結局 [0, α] ⊂ N がわかる。
λκ
α = λαであるから、族 {gδ}δ<λα

⊂
∏

i∈N t(i)が存在して次を満たす。gδ ∈
∏

i∈N t(i)

任意の δ < λα と g ∈
∏

i∈N t(i)について j < λα が存在して δ < j と

g < gj

を満たす。
さて、いま補題の条件を満たすような f ∈ F が存在しないと仮定しよう。このとき帰
納法によって {hi} ⊂ Uα, {ki} ⊂ Uα, {fi} ⊂ F (i < λα) を以下のように構成する。iに
ついて j < iとなる j について三つの列は定義されているとする。このとき fi を

fi(n) =

{
gi(n) n ∈ N

sup({hj(n)}j<i ∪ {kj(n)}j<i) n ∈M

と定義する。もちろん fi ∈ F である。さてこのとき、背理法の仮定を fi に適応して、
fi < hi, fi < ki となる hi, ki ∈ Uα を Hの異なる元に属しているものとする。以上によ
り {hi}, {ki}, {fi}が定義された。

*4 T1 は要請しないことにする
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これらを用いて x : κ→ λを以下のように定義する。

x(n) =

{
t(n) n ∈ N

supi<λα
fi(n) n ∈M

まず最初に x ∈ F を示そう。n ∈ N について x(n) ≤ λn はわかる。[0, α] ⊂ N と
N ∩M = 0より n ∈ M の時 α < nなので、λα < λn が成り立ち、λn 内の λα 列は λn

の中に上限を持つ。よって x(n) ≤ λn である。以上から x ∈ F がわかる。
次に x ∈ X を示そう。n ∈ M の時 fi(n) は i < λα について単調増加なので n ∈ M

の時 cf(x(n)) = cf(λα) である。n ∈ N の時は t に関する仮定から、κ+ ≤ cf(x(n)) ≤
cf(λα)がわかるので、結局任意の n < κについて

κ+ ≤ cf(x(n)) ≤ cf(λα)

である。よって x ∈ X である。
H は疎なので、上で定義した x に対して、ある p ∈ F が存在して、U(p, x) は H の
高々一つの元としか交わりを持たない。
さて、ある m ∈ λα が存在して、n ∈ M の時 p(n) < fm(n) となる。さらに p|N ∈∏
i∈N t(i)から、ある j が存在して m < j と p|N < gj がわかる。つまり、p < fj がわ

かる。また f ≤ xなので、fj ∈ U(p, x)となる。すると hj と kj の定義と xの定義から
hj ≤ x, kj ≤ xとなることがわかり、hj , kj ∈ U(p, x)となるが、これは U(p, x)がHの
高々一つの元としか交わらないということに反する。

補題 95. t ∈ F は κ+ ≤ cf(t(α)) を満たすものとする。このとき f ∈ F が存在して
f < tであり、U(f, t)は高々一個のHの元としか交わらない。

証明. 各 α < κに対して上の補題 94を用いて gα ∈ F を得る。そして f = supi<κ gi ∈ F

と定義する。f が補題の条件を満たすことを示そう。まず κ+ ≤ cf(t(i)) なので、f < t

がわかる。h, k ∈ U(f, t) ∩ (
∩
H)とする。すると i, j < κが存在して h ∈ Ui, k ∈ Uj と

なる。l = max{i, j}とすると、h, k ∈ Ul であり、

gl < h, gl < k

となる。よって gl の定義から h, k は同じHの元に属する。

定義 96. S ⊂ F について
tS(i) = sup{f(i) | f ∈ S}

とする。もちろん tS ∈ F であり、S ⊂ T ならば tS ≤ tT となる。
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命題 97. Hのふたつ以上の元と交わりを持つX の開集合 U に対して、開集合族 {Oi}i∈I

が存在して以下を満たす。

(1) {Oi}は互いに素である。
(2) {Oi}は U の部分集合で U ∩

∪
Hを被覆する。

(3) もし Oi がHのふたつ以上の元と交わりを持つならば、tOi
̸= tU

証明. この証明の中では t = tU と書くことにする。
[Case1 ある i < κについて cf(t(i)) ≤ κが成り立つ時。]

このような i をひとつ固定しよう。この時 t(i) が後続順序数でないことを示そう。
t(i) = A+ 1とかけるとしよう。定義から任意の x ∈ U ⊂ X について x(i)は後続順序数
ではない。よって x ∈ U については x(i) < A + 1となるはずだが、これは x(i) ≤ Aと
いうことであり、A+ 1 = t(i) = supx∈U x(i)に矛盾する。
以上のことから cf(t(i)) は無限基数である。{αa}a<cf(t(i)) ⊂ t(i) を単調増大列で

supa αa = cf(t(i)) となるものとする。この時 O0 = {x ∈ X | x(i) ≤ α0} と定義し、
a > 0に対しては

Oa = {x ∈ X | αa < x(i) ≤ αa+1}

と定義する。任意の a < cf(t(i))に対して、la, ua ∈ F を次のように定義する。

la(b) =

{
0 b ̸= i

αa b = i

ua(b) =

{
λb b ̸= i

αa+1 b = i

この時
Oa = U(la, ua)

と書けるので、Oa は X の集合である。また、明らかに互いに素である。さて今もし、
x ∈ U は任意の aについて αa+1 < x(i)となっていたとすると、αa+1 の形の基数の集合
は t(i)の中で共終的なので x(i) = cf(t(i)) ≤ κとなるが、これは κ+ ≤ cf(x(i))に矛盾
する。よって、各 x ∈ U に対してある aが存在して

x(i) ≤ αa+1

を満たす。つまり、U =
∪

a Oa となるので (2) の条件も満たされる。また、tOa(i) ≤
αa+1 < t(i)なので、（Oa が Hのふたつ以上の元と交わるか否かに関わらず）(3)の条件
は満たされる。
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[Case2. 任意の i < κについて κ+ ≤ cf(t(i))の時]

補題 95の f をとる。
任意のM ⊂ κごとに

OM = {x ∈ X | ∀ i ∈M x(i) ≤ f(i) ∧ ∀i ∈ κ \M f(i) < x(i)} ∩ U

と定義する。そしてM ⊂ κごとに lM , uM ∈ F を次のように定義する。

lM (i) =

{
0 i ∈M

f(i) i ̸∈M

uM (i) =

{
f(i) i ∈M

λi i ̸∈M

この時 OM = U(lM , uM )とかけるので、OM は開集合である。また定義から明らかに互
いに素であり、U =

∪
M OM でもあるから (1), (2)が満たされる。もし tOM

= tとなる
ならば、M = 0でしかありえないが、この時 f のとりかたから O0 はHの高々一個の元
としか交わりを持たない。よって (3)が満たされる。

命題 97で U に対して存在が保証される被覆を O(U)と書くことにしよう。

命題 98. X の ≤ κ個の開集合の共通部分は開集合である。

証明. {Ui}i<κ を開集合の列とする。そして x ∈
∩

i Ui とする。各 iについて

U(fi, x) ⊂ Ui

となる fi ∈ F が存在する。各 α < κ について fi(α) < x(α) ≤ λα であることと、
κ < κ+ < cf(λα)であることから、supi fi(α) < λα である。よって、f = supi fi と定義
すれば、任意の iについて U(f, x) ∈ Ui であるから、

∩
i Ui は開集合である。

命題 99.
∪
Hの被覆であるような互いに素な開集合族の列 {Ji}i<κ+ が存在して以下を

満たす。i < j < κとする。任意の P ∈ Jj について Q ∈ Ji が存在して以下を満たす。

(1) P ⊂ Q

(2) P がHのふたつ以上の元と交わるならば tP ̸= tQ である。
(3) QがHの高々一つの元と交わるならば P = Q
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証明. J0 = {X}とする。
β < αとなる β については Jβ は定義されているとする。
[Case1 αが後続順序数の時]

α = β + 1と仮定する。この時

Jα =
∪

U∈Jβ

O(U)

と定義すると条件を満たす。
[Case2 αが極限順序数の時]

β < αと f ∈
∪
Hについて V (f, β)を f を含む Jβ の唯一の元とする。この添字づけ

は一般に単射ではないことに注意しよう。そして、

V (f) =
∩
β≤α

V (f, β)

とする。card(α) < κ+ より card(α) ≤ κなので、この集合は開集合である。条件を満た
すことは簡単にわかる。

補題 100. I を無限基数とする。F の中の列 {si}i<I は、任意の i < j < I と任意の
α ∈ κについて sj(α) ≤ si(α)と sj ̸= si を満たしているとする。この時、I ≤ κである。

証明. 順序数の降下列は有限列であることからわかる。

命題 101. X の疎な閉集合の族 H に対して、互いに素な開集合の族 {GA}A∈H が存在
して

A ⊂ GA

を満たす。つまり X は族正規である。

証明. Aを任意に与える。f ∈ Aをとり、af < κ+ は V (f, af )がHの高々一個の元とし
か交わらないものとする。F の元の単調減少な下降列は高々 κ 個しかないからこのよう
な af は常に存在する。そして

GA =
∪
f∈A

V (f, af )

と定義する。A ⊂ GAはわかる。互いに素であることを示そう。f, gはHの別の元に属し
ているとしよう。すると、n = max{af , ag}とすると、J の性質から、V (f, af ) = V (f, n)、
V (g, ag) = V (g, n)でありこの二つは交わらない。よって {GA}は互いに素である。
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これで X が族正規であることがわかった。

定理 102. 任意の κについて、κ-Dowker spaceが存在する。特に Dowker spaceは存在
する。

注意. κ = ω0 の時は λn = ωn として X を構成できる。

7.1 応用
κ-Dowker spaceの存在から次のことがわかる。

定理 103 (森田の第一予想の肯定的解決). 位相空間 X は T4 とする。任意の T4 空間 Y

との直積 X × Y が T4 ならば、X は離散空間である。

以下ではこの予想を κ-Dowker spaceの存在から証明していこう。
まず次の補題が必要になる。これは Dowkerによる可算パラコンパクト性の特徴づけの
類似である。

補題 104. 位相空間 Y には濃度が κの非閉な部分空間 Z = {pi}i<κ が存在し、さらに Y

の部分空間で濃度が < κのものは全て閉集合であるとする。この時、もし T4 空間 X と
Y との直積X×Y が正規ならば、X は κ-Dowker spaceではない。つまり、∩i<κ Di = 0

を満たす任意の X の単調減少な閉集合の族 {Di}i<κ に対して Di ⊂ Gi となる開集合の
族 {Gi}i<κ が存在して ∩

i<κ

Gi = 0

を満たす。

証明. {Di}i<κ を X の単調減少な閉集合族で ∩i Di = 0となるものとする。この集合族
に対し、Fi ⊂ Gi で、

∩
Gi = 0となるものを構成する。X × Y の部分集合 Aを

A =
∪
i∈κ

Di × {pi}

と定義する。この集合が X × Y の閉集合であることを示そう。(x, y) ̸∈ Aとしよう。
[Case 1]

x ∈ D0 のときこのとき x ̸∈ DN となる最小の N < κをとる。すると j < N となる j

については x ∈ Dj なので、任意の j < N について、y ̸= pj である。Y の濃度 κ 以下
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の離散部分空間は閉集合だと仮定しているので、{pj | j < N} は閉集合である。よって
MN = X \ {pj | j < N} は開集合であり、(X \ FN ) ×MN が A と交わりを持たない
(x, y)の開近傍となる。
[Case 2]

x ̸∈ D0 の時このときには (X \D0)× Y が Aと交わらない (x, y)の開近傍になる。
以上のことから Aは閉集合である。
Z の導集合のことを D(Z)と書くことにする。q ∈ D(Z)を適当に取る。
さて、B = X × {q}とすると、Aと B は交わりを持たない X × Y の閉集合であるか
ら、X × Y の正規性から、交わりを持たない二つの X × Y の開集合 U, V で

A ⊂ U, B ⊂ V

となるものが存在する。
ここで Gi = {x ∈ X | (x, pi) ∈ U} = U [pi]と定義する。すると、Gi は開集合であり、

A ⊂ U から Fi ⊂ Gi を満たす。また、x ∈ X を任意に取ると、(x, q) ∈ B ⊂ V なので、x
の近傍 S と q の近傍M が存在して、S ×M ⊂ V となる。q ∈ D(Z)なので N < κが存
在して pN ∈M となる。U ∩ V = 0なので、特に (x, pN ) ̸∈ U である。つまり、x ̸∈ GN

である。よって ∩i Gi = 0がわかる。これで証明が終わる。

証明すべきことをもう一度のべる。

定理 105 (森田の第一予想の肯定的解決). 位相空間 X は T4 とする。任意の T4 空間 Y

との直積 X × Y が T4 ならば、X は離散空間である。

証明. 位相空間 X に対して基数関数を次のように定義する。

nc(X) = min{κ | κ ≤ card(X)であり，X には濃度 κの非閉部分空間が存在する。}

minの中身が空集合の場合には nc(X) =∞と書くことにする。X が T1 の時には nc(X)

は有限の値を取らない。つまり nc(X) は無限基数かもしくは ∞ の値をとる。また、
nc(X) =∞と X が離散空間であることは同値である。
本題に入ろう。もし T4 空間X が離散でないとすると、nc(X)は無限基数となり、先の
補題の対偶から X と nc(X)-Dowker space D との積は T4 ではない。しかし、D は T4

であるから、これは X の仮定に反する。よって X は離散空間である。

森田の三つの予想はすでに ZFC公理系の下で全て肯定的に解決されている。

40



8 補記：森田予想について
一般に以下のことが成り立つ。

定理 106. X を T1 空間とする。任意の離散空間 Y に対して X × Y が T4 であるための
必要十分条件は、X が T4 であることである。

定理 107. X を T1 空間とする。任意の距離化可能空間 Y に対してX × Y が正規である
ための必要十分条件は、X が T4 な P -spaceであることである。

定理 108. X を距離化可能空間とする。任意の可算パラコンパクト T4 空間 Y に対して
X × Y が T4 であるための必要十分条件は、X が σ-局所コンパクトな距離距離化可能空
間であることである。

これら三つの定理の「双対」が森田の三つの予想である。これは 1976年に森田紀一に
よって提案された。

予想 1. X を T1 空間とする。任意の T4 空間 Y に対してX × Y が T4 であるための必要
十分条件は、X が離散空間であることである。

予想 2. X を T1 空間とする。任意の T4 な P -space Y に対してX × Y が T4 であるため
の必要十分条件は、X が距離化可能空間であることである。

予想 3. X を T1 空間とする。任意の σ-局所コンパクトな距離化可能空間 Y に対して
X × Y が T4 であるための必要十分条件は、X が可算パラコンパクトな T4 であることで
ある。

予想 1はM. Atsujiによって κ-Dowker spaceの存在が予想 1を解くことが指摘され、
1978年にM. E. Rudinが κ-Dowker spaceを構成することによって (ZFCで)肯定的に
解決された ([13])。Atsujiが前セクションであげた κ-Dowker spaceが存在すれば、森田
の第一予想が解けると指摘して、Rudinがそれを構成したと [13]に書いてある。Atsujiは
直積空間が正規になるための必要十分条件の研究をしており、その研究結果から Dowker

space を一般化した κ-Dowker space の条件が予想 1 を解くことがわかったのだと思わ
れる。
1985 年に A. Bes̆lagić と M. E. Rudin は V = L の仮定の下で予想 2, 3 を証明した。

([3]) 予想 3は 1998年に Baloghによって (ZFCで)肯定的に解決された。([1]) 予想 2は
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2001年に Baloghによって (ZFCで)肯定的に解決された。([2]) 実は予想 2の成立から
予想 1と 3の成立が従うことが知られている。([15])
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