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1 準備
定義 1 (測度零). Rn の部分集合 S が測度零であるとは、任意の εに対して n次元区間の列 {Ii}が存在して、
S ⊂

⋃
i Ii と ∑

i

|Ii| < ε

を充たすときに言う。これは S のルベーグ測度が 0であることと同値である。

定義 2 (臨界点とか). U は Rm の開集合とする。そして写像 f : U → Rn は C1 級とする。このとき各点
p ∈ U に対して f のヤコビ行列 Jf(p)が m × n型行列として定義される。関数 f の臨界点とは Jf(p)の階
数が nより真に小さくなる点 pのことを言う。Cf を f の臨界点全体の集合とする。また、f(Cf )に属する点
を臨界値と言う。

Bn
δ (p)で中心を pとする半径 δ の Rn における開球を表すことにし、p = 0のときは単に Bn

δ と書くことに
する。

2 Morseの補題
補題 3. U は Rm の開集合とする。そして実数値関数 f : U → Rは C1 級とし、C1 級写像 ϕ : Bn

δ (p) → Rm

は ϕ(Bn
δ (p)) ⊂ U を充たすもので、b : (0, R) → [0,∞)は単調増加関数とする。さて固定された y ∈ Bn

δ (p)

が任意の x ∈ Bn
δ (p)について ‖x− y‖ < R充たすとき常に∣∣∣∣ ∂f∂xi

(ϕ(x))

∣∣∣∣ ≤ b(‖x− y‖)‖x− y‖k−1

を充たすならば、f には依存しないK > 0が存在して任意の x ∈ Bn
δ (p)に対して

|f(ϕ(x))− f(ϕ(y))| ≤ Kb(‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つ。

証明. F (t) = f(ϕ(y + t(x− y)))とすると F (1) = f(ϕ(x))かつ F (0) = f(ϕ(y))が成り立つ。さて t ∈ (0, 1)

が存在して
F (1)− F (0) = F (1)(t)

1



を充たす。また
F (1)(t) =

m∑
i=1

∂f

∂xi
(ϕ(y + t(x− y))

∂ϕi

∂xj
(y + t(x− y))(xj − yj)

であるので
|F (1)(t)| ≤ L‖x− y‖

(
m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
(ϕ(y + t(x− y))

∣∣∣∣
)

となる。さて仮定から∣∣∣∣ ∂f∂xi
(ϕ(y + t(x− y))

∣∣∣∣ ≤ b(‖y + t(x− y)− y‖)‖y + t(x− y)− y‖k−1

が成り立ち、t ∈ (0, 1)なので ∣∣∣∣ ∂f∂xi
(ϕ(y + t(x− y))

∣∣∣∣ ≤ b(‖x− y‖)‖x− y‖k−1

となる。よってK = mLと置けば

|f(ϕ(x))− f(ϕ(y))| ≤ Kb(‖x− y‖)‖x− y‖k

となることがわかる。

定義 4 (Ck 級球形分解). Aは Rm の部分集合、P は Rm の開集合とし、A ⊂ P を充すとする。A ⊂ Rm と
k ≥ 0に対して集合 X ⊂ Rm と Rm の部分集合族 Y ⊂ 2R

m と写像の族 Φ = {ϕY : BY → Rm}Y ∈Y の三つ
組 (X,Y,Φ)が (A,P )の Ck 級球形分解であるとは以下を充たすこととする。

(1) X は可算集合
(2) Y は可算族で、任意の Y ∈ Y は Y ⊂ P を充たす。
(3) ϕY の定義域 BY は nY 次元ユークリッド空間の 0を中心とした半径 δY の開球である。
(4) A ⊂ X ∪

⋃
Y ∈Y Y

(5) ϕY は BY から Rm の中への C1 級の同相写像で Y ⊂ ϕY (BY )を充たす。
(6) ∀x, y ∈ BY ‖x− y‖ ≤ ‖ϕY (x)− ϕY (y)‖
(7) P 上で定義され、A上で 0となる Ck 級の任意の実数値関数 f に対して、実数 RY,f > 0と、(0, RY,f )

を定義域とする単調増加関数 bY,f が存在して limε→0 bY,f (ε) = 0を充たし、かつ、すべての x ∈ BY

と ϕY (y) ∈ Y を充たす y ∈ BY に対して、‖x− y‖ < RY,f ならば

|f(ϕY (x))| ≤ bY,f (‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つ。

また、組 (A,P )に Ck 級球形分解が存在するときに、(A,P )は Ck 級球形分解可能であるという。

注意. bY,f は連続でなくともよい。

いまから任意のmと任意の k及び A ⊂ P を充たす任意の A ⊂ Rm と任意の Rm の開集合 P について、任
意の (A,P )は Ck 級モース球形分解可能であることを示す。

補題 5. {Ai}i∈N を Rm の部分集合族とし、{Pi}を Rm の開集合族とする。このとき各 (Ai, Pi)が Ck 級球
形分解可能ならば、(⋃i∈N Ai,

⋃
i∈N Pi

)もそうである。
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証明. Ai の Ck 級球形分解を (Xi,Yi,Φi)とする。このとき(⋃
i∈N

Xi,
⋃
i∈N

Yi,
⋃
i∈N

Φ

)

が (⋃i∈N Ai,
⋃

i∈N Pi

)の Ck 級球形分解になっている。このことは簡単に確かめられる。

補題 6. F : D → Rm はユークリッド空間の開集合 D 上で定義された Ck 級写像で

‖x− y‖ ≤ ‖F (x)− F (y)‖

を充たすとする。このとき、A ⊂ Rm について (F−1(A), F−1(P )) が Ck 級球形分解 (X,Y,Φ) を持つなら
ば、(F (X), F∗(Y), F ◦ Φ)は (A,P )の Ck 級球形分解になっている。ここで、

F∗(Y) = {F (Y ) | Y ∈ Y}
F ◦ Φ = {F ◦ ϕY | Y ∈ Y}

である。

証明. 一番最後の条件以外は容易に確かめられる。その最後の条件を調べよう。いま f は P 上の Ck 級関数で
A上で 0になっているとする。このとき、f ◦F は F−1(A)上で 0になっている。よって limε→0 bY,f◦F (ε) = 0

となる単調関数 bY,f◦F が存在してすべての x ∈ BY と ϕY (y) ∈ Y を充たす y ∈ BY に対して

|f ◦ F (ϕY (x))| ≤ bY,f◦F (‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つ。これを書き直すと、すべての x ∈ BY と F ◦ ϕY (y) ∈ F (Y )を充たす y ∈ BY に対して

|f(F ◦ ϕY (x))| ≤ bY,f◦F (‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つことがわかるので、bF (Y ),f = bY,f◦F とすれば、(F (X), F∗(Y), F ◦Φ)は最後の条件を充たし、こ
れが (A,P )の Ck 級球形分解であることがわかる。

補題 7. 任意のmについて任意の (A,P )の C0 級モース球形分解が存在する。

証明. ユークリッド空間の局所コンパクト性から直ちに補題は従う。

補題 8. 任意の k について任意の A ⊂ Rの Ck 級モース球形分解が存在する。

証明. 集合X を Aの孤立点全体とするとX はその相対位相において可分距離空間であり、また、離散空間で
もあるので、X は可算集合である。そして Y ⊂ 2R を、相対コンパクトな開区間の可算族で、A \X を被覆
し、その閉包が P の部分集合になっているものとする。A \X はリンデレフで、P は開集合なのでこのよう
な集合族は存在する。次に各 Y ∈ Y について ϕY を平行移動

ϕY : (− diam(Y )/2, diam(Y )/2) → Y

として定義する。このような平行移動 ϕY は Y について一意的に決まることと、平行移動なので、

|ϕY (x)− ϕY (y)| = |x− y|
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となることに注意せよ。diam(Y )は Y の直径である。このように定義された (X,Y,Φ)は分解の条件を充た
すことがわかる。一番最後の条件を示そう。f を A上で 0となる関数とする。このとき A \X の点はすべて
Aの集積点なので、任意の x ∈ A \X について

f (1)(x) = f (2)(x) = · · · = f (k)(x) = 0

となることが帰納的に分かる。さて x, y ∈ Aと f にテイラーの定理を使うと

f(y) = f (k)(ξ)(y − x)k + f(x)

となる ξ が xと y の間に存在することがわかる。そして Y ∈ Y に対して、RY,f を

RY,f = sup{r > 0 | B(A ∩ Y, r) ⊂ P}

と定義し、bY,f : (0, RY,f )を

bY,f (ε) = sup{|f (k)(x)| | x ∈ B(A ∩ Y, ε)}(1)

と定義する。CL(Y ) ⊂ P に注意して、f (k) がコンパクト集合上で一様連続であることを用いると

bY,f (ε) → 0 (ε → 0)

がわかる。そして (1)から x, y ∈ Y について

|f(x)− f(y)| ≤ bY,f (|x− y|)|x− y|k

となることがわかる。このことと、|ϕY (x)− ϕY (y)| = |x− y|から、(X,Y,Φ)が (A,P )の Ck 級球形分解で
あることがわかる。

補題 9. 任意に mを与え、A ⊂ Rm で、P は Rm の開集合で、A ⊂ P する。このとき k について任意の組
(A,P )の Ck 級モース球形分解が存在する。

証明. いまからm+kに関する帰納法で証明を行う。m+k = 1の時は上の補題である。また、m > 1、k > 0

として証明しても一般性を失わない。いま l + q < m + k となる組 (l, q)に対しては任意の部分集合 B ⊂ Rl

と B ⊂ Qとなる組 (B,Q)の Cq 級モース球形分解が存在するしよう。
A ⊂ Rm を任意に与える。そして

Θ = {u ∈ Ck | u|A = 0}

S = {x ∈ A | ∀u ∈ Θ ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m} ∂iu(x) = 0}

T = A \ S

と定義しておく。帰納法の仮定から (S, P ) に Ck−1 級モース球形分解 (X,Y,Φ) が存在する。これが
Ck 級球形分解にもなっていることを示そう。この b の条件をを各 ∂jf に適応すると、各 i ∈ N ごと
に limε→0 bij(ε) = 0 となる単調関数 bij が存在して各 j ∈ {1, 2, . . . ,m} に対してすべての x ∈ Bni

εi と
ϕi(y) ∈ Ei を充たす y ∈ Bni

εi に対して

|∂jf(ϕi(x))| ≤ bij(‖x− y‖)‖x− y‖k−1

となる。ここで
bi(ε) = max

j∈{1,2,...,m}
bij(ε)
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とすればすべての x ∈ Bni
εi と ϕi(y) ∈ Ei を充たす y ∈ Bni

εi および任意の j ∈ {1, 2, . . . ,m}に対して

|∂jf(ϕi(x))| ≤ bi(‖x− y‖)‖x− y‖k−1

が成り立つ。そして補題 3から ϕi について ϕi(y) ∈ A1
v ならば

|f(ϕi(x))| ≤ bi(‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つ。つまり、(X,Y,Φ)は S の Ck 級モース球形分解になっている。
次に T について考察しよう。任意の p ∈ T についてある関数 g で g|A = 0で ∂ig(p) 6= 0であるようなもの
が存在する。適当に番号を入れ替えて ∂mg(p) 6= 0としてよい。このとき陰関数定理から pの近傍 Np と Ck

級写像 hp : Bm−1
δp

→ Rが存在して Np の点 (x1, x2, . . . xn)で

g((x1, x2, . . . xn) = 0

を充たすものは xn = hp(x1, x2, . . . xn−1)と書ける。さらに

Np ⊂ P

と仮定しても良い。ここで

Hp : Bm−1
δ → Rm; (x1, x2, . . . xn) 7→ (x1, x2, . . . , hp(x1, x2, . . . , xn−1))

を考えると、これは Ck 級で各 x, y ∈ Bm−1
δ について

‖x− y‖ ≤ ‖Hp(x)−Hp(y)‖

であり、
Np ∩A ⊂ Hp(B

m−1
δ )

を充たす。さて、もちろん p ∈ Np なので
T ⊂

⋃
p∈T

Np

であり、T はリンデレフなので可算個の点 {pv}v∈N が存在して

T ⊂
⋃
v∈N

Npv

となる。表記を簡潔にするために Nv = Npv
、hv = hpv

、Hv = Hpv
、δv = δpv

と書くことにする。このとき
各 v ∈ Nについて

Nv ∩A ⊂ Hv(B
m−1
δ )

が成り立つことに注意しよう。
ここで帰納法の仮定から m − 1 と k に対する定理から (H−1

v (Nv ∩ A),H−1
v (P )) は Ck 級球形分解

(Zv,Wv,Ψv)が存在する。補題 6から、(Hv(Zv), (Zv)∗(Wv),Hv ◦Ψv)は (Nv ∩ A,P )の Ck 級球形分解に
なっている。さらに補題 5から (

⋃
v(Nv ∩ A), P )は Ck 級球形分解可能であり、さらに T ⊂

⋃
v(Nv ∩ A)な

ので T も Ck 級球形分解可能である。
以上のことから S と T に Ck 級球形分解が存在し、A = S ∪ T なので補題 5から (A,P )にも Ck 級球形分
解が存在する。
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補題 10 (Morseの補題). k ∈ Nとし Aは Rm の部分集合で P ⊂ Rm は開集合とし、A ⊂ P とする。このと
き {Ai}i∈N が存在して次を充たす。

(1) A ⊂
⋃

i Ai ⊂ P

(2) A0 は高々可算集合。
(3) A ⊂ Cf となる任意の f ∈ Ck(P )に対して非増加関数の列 {bi : (0, Ri,f ) → R}i∈N が存在して bi → 0

及び任意の x, y ∈ Ai (i ≥ 1)について

|f(x)− f(y)| ≤ bi(‖x− y‖)‖x− y‖k

が成り立つ。

この補題で述べられる {Ai}i∈N を (A,P )の Ck 級モース分解と呼ぶことにする。

証明. (X,Y,Φ)を先の補題から得られる (A,P )の Ck 級球形分割であるとする。A0 = X として、Y を適当
に番号付して、Y = {Ai}i∈N とし、またこの番号付に応じて、ϕAi = ϕi、BAi = Bi と書くことにする。条件
の (1)、(2)はすぐにわかる。(3)を確かめよう。
各 r ∈ {1, 2, . . . ,m} に対して ∂rf |A = 0 なので、球形分解の定義の (7) から、各 i ∈ N に対して

bi,r : (0, Ri,r) → Rが存在し、limε→0 bi,r(ε) = 0を充し、かつ、全ての x ∈ Bi と ϕi(y) ∈ Ai を充す y ∈ Bi

に対して ‖x− y‖ < Ri,r ならば

|∂rf(ϕi(x))| ≤ bi,r(‖x− y‖)‖x− y‖k

を充たす。さて、Ri = minr Ri,r と定め、
bi := max

r
br,i

と定めれば、bi : (0, Ri) → Rは limε→0 bi(ε) = 0を充し、かつ、全ての x ∈ Bi と ϕi(y) ∈ Ai を充す y ∈ Bi

に対して ‖x− y‖ < Ri ならば任意の r ∈ {1, 2, . . . ,m}について

|∂rf(ϕi(x))| ≤ bi(‖x− y‖)‖x− y‖k

を充たす。
さて、x, y ∈ Ai に対して ϕr(s) = x, ϕr(t) = y となる s, t ∈ Bi を取る。これは Ai ⊂ ϕr(Bi)から可能であ
る。さて、bi の性質と補題 3から

|f(ϕi(s))− f(ϕi(t))| ≤ bi(‖s− t‖)‖s− t‖k

を得る。ところで
‖s− t‖ ≤ ‖ϕi(s)− ϕi(t)‖ = ‖x− y‖

なので
|f(x)− f(y)| ≤ bi(‖x− y‖)‖x− y‖k

がわかる。

次の定理がいわゆる Sadの定理である。
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3 Brown-Morse-Sardの定理
定理 11 (Brown-Morse-Sard). U ⊂ Rm f : U → Rn, f は Cr 級とする。もし

r ≥ 1 + max(m− n, 0)

ならば f(Cf )は測度零である。

証明は場合分けで行う。

命題 12. m < nの場合に定理 11は成り立つ。つまり、m < nであり、U が Rm の開集合で f : U → Rn が
C1 級関数ならば f(Cf )は測度零である。

証明. O = U × Rn−m とし、F : O → Rn を

F (x1, x2, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xm)

と定義すると、f が C1級関数であるから F もそうである。このことから F は局所リプシッツ関数であること
がわかる。よって F は零集合を零集合に写す。Cf × {0} ⊂ O は O の零集合であり、F (Cf × {0}) = f(Cf )

であるから定理は示された。

命題 13. m = nの場合に定理 11は成り立つ。つまり、m = nであり、U が Rm の開集合で f : U → Rn が
C1 級ならば f(Cf )は測度零である。

証明. U の中の有界閉立方体 Aに対して f(A ∩ Cf )が零集合であることを示せばよい。まず、f は A上リプ
シッツであることに注意しよう。各 a ∈ Aに対して Ta = (T 1

a , T
2
a , . . . , T

n
a ) : A → Rn を

T i
a(x) = fi(a) +

n∑
j=1

∂jfi(a)(xj − aj)

と定義する。すると
fi(x)− T i

a(x) =

n∑
j=1

(∂jf(zi)− ∂jfi(a))(xj − aj)

∂if(x)は A上一様連続なので ε → 0のとき b(ε) → 0となる bが存在して

‖f(x)− Ta(x)‖ ≤ b(‖x− a‖)‖x− a‖

となる。a ∈ Cf と仮定すると、この点では写像のランクが落ちてるので Ta によって Aは n− 1次元部分空
間 Pa に写像される。そして ‖x− a‖ < εとすると ‖f(x)− f(a)‖ ≤ Lεで Pa から f(x)までの距離は b(ε)ε

より小さい。体積は高々 2nLn−1εnb(ε)となる。
さて Aを幅が 1/kとなる k個の立方体に分割する。臨界点 aを含む立方体は aを中心とする半径√

n/kの
球体の中に含まれる。この球体の像の体積は高々 2nLn−1(

√
n/k)nb(

√
n/k)である。立方体の個数は高々 kn

個なので f(A ∩ Cf )の体積は高々

kn2nLn−1(
√
n/k)nb(

√
n/k) = 2nLn−1nn/2b(

√
n/k)

k → ∞とすると f(A ∩ Cf )の体積が 0であることがわかる。
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n < mの場合を証明するために補題をいくつか用意する。

補題 14. U ⊂ Rm は開集合とし、m > nとする。g : U → Rn を Cq 級とし S を f のランクが 0になる点全
体とする。このとき q ≥ m/nならば f(S)の測度はゼロである。

証明. {Si}i∈N を S の Cq 級モース分解とする。各 g(Si) が零集合であることを示せば良い。
g = (g1, g2, . . . , gn) と成分表示する。このとき、S は階数が 0 の点全体であることから、x ∈ S につ
いて x は各 gi の臨界点になっている。モース分解の性質からある bi が存在して x, y ∈ Si とすると
‖x− y‖ < εならば任意の j ∈ {1, 2, . . . , n}に対して

|gj(x)− gj(y)| ≤ bi(ε)ε
q

となる。このことから、x, y ∈ Si で ‖x− y‖ < εならば

‖g(x)− g(y)‖ ≤
√
nbi(ε)ε

q

となる。C を U に含まれる閉立方体として、g(Si ∩ C)が零集合であることを示せば良い。C の一辺の長さ
を Lとし、C を一辺が L/k (k ∈ N)の閉立法体 {Cl}に分割すると、Cl が半径 L

√
m

k の球に含まれるので、
f(Si ∩ Cl)は半径が

√
mn · bi

(
L
√
m

k

)(
L
√
m

k

)q

の球に含まれる。{Cl}の個数は km 個なので、f(Si ∩C)の測度は、球体の体積に関連した定数K を用いて、
上から

K · bi
(√

m

k

)
km−qn

と評価できる。この評価は任意の k ∈ Nで成り立つので、k → ∞とすると f(Si ∩ C)の測度が零になること
がわかる。

補題 15. Aを f の階数が r の点全体とする。このときもし q ≥ m−r
n−r ならば f(A)は測度零である。

証明. r = 0の時は先の補題である。p ∈ Aとすると pの近傍 N とその局所座標系、f(p)周りの局所座標系
が存在して、

fi(u1, u2, . . . , um) = ui (i = 1, . . . , r)

となるものが存在する。u1, . . . , ur を固定して写像

η : Rm−r → Rn−r;x = (ur+1, . . . , um) 7→ η(u) = (fr+1(u, x), . . . , fn(u, x))

を考えると階数は零である。P(u1,...,ur) を最初の座標が u1, . . . , ur であるような Rn の中の n− r 部分空間と
するとき r = 0の場合、つまり先の補題から f(N ∩A) ∩ P(u1,...,ur) は P(u1,...,ur) の中で測度零である。よっ
て f(N ∩A)は任意の P(u1,...,ur) との交わりが零集合なのでフビニの定理から f(N ∩A)も測度零である。

命題 16. n < mとする。U ⊂ Rm f : U → Rn, f は Cr 級とする。もし

r ≥ m− n+ 1

ならば f(Cf )は測度零である。
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証明. まず、各 i (0 ≤ i ≤ n− 1)について

Ai = {x ∈ U | rank Jf(x) = i}

と定義する。もちろん

Cf =

n−1⋃
i=0

Ai

が成り立つ。そして r ≥ m−n+1のとき任意の 0 ≤ i ≤ n− 1に対して r ≥ m−i
n−i なので先の補題から f(Ai)

が零集合であることがわかり、結局 f(Cf )は零集合であることがわかる。

命題 12、13、16から定理 11が成り立つ事がわかる。

4 Sardの補題にまつわる反例
Sardの定理に置いて、r の微分可能性が 1 + max(m − n, 0)より小さい場合何が怒るのか調べることは有
意義である。今から以下の命題の異なる三つの証明を紹介して行く。

命題 17. C1 級関数 f : R2 → Rで、f(Cf )が正測度を持つものが存在する。

4.1 Whitneyによる構成
次の形のWhitneyの拡張定理を用いる。

命題 18. Aを Rn の閉集合とし、n− 1 < s < nとする。このとき任意の s-Hoelder写像 f についてその拡
張 F : Rn → Rが存在して σk ≤ n− 1を充たす k ∈ Zn が存在して x ∈ Aについて

∂kF (x) = 0

となる。

命題 19. C1 級写像 f : R2 → Rが存在して f(Cf )が正測度を持つものが存在する。

証明. 写像 f0, f1, f2, f3 : R2 → Rを

f0(x) = 3−1x

f1(x) = 3−1x+ (2−1, 1/6)

f2(x) = 3−1x+ (2−1, 2−1)

f3(x) = 3−1x+ (1/6, 2−1)

と定義する。fi(Q) ⊂ Q を充すことに注意しよう。Q(n1) = fn1
(Q) (n1 ∈ {0, 1, 2, 3}) と定め、一般に、

Q(n1, n2, . . . , nk) が定義されたとき、Q(n1, n2, . . . , nk, nk+1) = fnk+1
(Q(n1, n2, . . . , nk)) と定義する。そ

して
Ak =

⋃
i∈{1,2,...,k}, ni∈{0,1,2,3}

Q(n1, n2, . . . , nk)

と定義し、
P =

⋂
k∈N

Ak

9



とする。P はカントール集合と同相である。各 x ∈ P に対して、x ∈ Q(a1, a2, . . . , ak) かつ x ∈
Q(b1, b2, . . . , bl) で k ≤ l ならば、任意の i ∈ {1, 2, . . . , k} に対して ai = bi であるから、x に対して無
限列 {ni(x)}i∈N で

{x} =
⋂
k∈N

Q(n1(x), n2(x), . . . , nk(x))

となるものがただ一つ定まる。これを用いて、写像 f : P → Rを

f(x) =

∞∑
k=1

nk(x)

4k

と定義する。さて、x, y ∈ P について、k 番目で初めて nk(x) 6= nk(y)となったとすると、

3−k ≤ ‖x− y‖

となる。そして
|f(x)− f(y)| ≤

∑
i=k

3

4i
≤ 1

4k−1

となるので、s = log 4/ log 3として

|f(x)− f(y)| ≤ 4−1‖x− y‖s

が成り立つ。また、任意の無限列 {ni}i∈N (ni ∈ {0, 1, 2, 3})に対して ni(x) = ni となる x ∈ P が存在するの
で、f(P ) = [0, 1]である。s > 1なので、この f に先の命題を適用し、任意の k ∈ Z2(1)と x ∈ P に対して

∂kF (x) = 0

で F |P = f となる F を得ると、P ⊂ CF なので、

[0, 1] ⊂ F (CF )

となり、F は C1 級で F (CF )は正測度を持つ。

注意. 実際のWhitneyの構成はカントール集合集合上ではなく R2 内の弧に対して拡張定理を用いている。つ
まりWhitneyは弧 γ 上でその勾配が 0だが定数でない関数を構成した。この構成はカントールの悪魔の階段
の二次元版とも思える。

注意. 任意のm,n ∈ N (m > n)について Cm−n 級関数 f : Rm → Rn で、f(Cf )が正測度であるものの存在
も示せる。

4.2 Grinbergによる構成
次のよく知られた事実がある。証明は省略する。

命題 20. C + C = [0, 2]

Grinbergはこの命題 20を用いて Sardの定理にまつわる反例を構成した。その第一段階は次に述べるよう
な関数を構成することである。
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命題 21. C1 級の関数 f : R → Rで C ⊂ f(Cf )となるものが存在する。

証明. カントール集合 C は単位区間を三等分し、その真ん中の開区間を取り除き、そしてまた残った区間をそ
れぞれ三等分し、そのそれぞれの真ん中の開区間を取り除き・・・とこの操作を繰り返して得られる集合であ
る。C の一次元ルベーグ測度は 0であることに注意しよう。I を C を構成するときに取り除かれる開区間全
体の集合とする。I は開集合 [0, 1] \ C の連結成分全体と一致する。C が零集合であることから任意の a ∈ C

について
a =

∑
I∈I,I⊂[0,a]

|I|

が成り立つ。ここで |I|は I の一次元ルベーグ測度を表す。σ = 6/π2 とすると
∞∑

n=1

σ

n2
= 1

となる。ここで、この級数を元に通常のものとは異なるカントール集合を構成する。まず、単位区間の真ん中
の点（つまり 1/2）を中心とする長さが σ/12 の開区間（つまり 1/2を中心とする半径 σ/2の開球と同じであ
る）を取り除く。そして、次に残った二つの区間のそれぞれ真ん中の点を中心とする長さ 1

2
σ
22 の開区間を取り

除く。この操作を繰り返してゆく。一般にこの操作を n回行うと、2n−1 個の長さが同じ閉区間が残る。n+ 1

回めの操作はこの残った 2n−1 個の閉区間の真ん中の点を中心とする長さ 1
2n−1

σ
n2 の開区間を取り除く操作に

なる。この操作を繰り返して得られる集合をDとする。（正確には n回目に残る集合をDn としたとき、この
Dn 全ての共通部分が D である。）さて、n回目の操作で取り除かれる開区間の長さの総和は 2n−1 1

2n−1
σ
n2 な

ので、全体として、取り除かれる開区間の長さの総和は
∞∑

n=1

2n−1 1

2n−1

σ

n2
=

∞∑
n=1

σ

n2
= 1

となるから、D は零集合である。J を [0, 1] \D の連結成分全体、つまり D を定義するときに取り除かれた
集合全体とする。J は可算集合であるが、適当に番号をつけて [0, 1] \D =

⋃
k∈N(pk, qk)とする。

連続関数 T : R → R で 任意の t ∈ (0, 1)について T (t) > 0任意の t 6∈ (0, 1)に対して T (t) = 0 そして∫
R T dt = 1 を充すものを一つ取る。そして、各 kについて n(k)は、「n(k)回目に (pk, qk)が取り除かれる。」
を充すような自然数とする。（つまり n(k)は (pk, qk)の世代数とする。）そして

hk(x) =
1

σ

n(k)22n(k)−1

3n(k)
T

(
x− pk
1

2n(k)−1
σ

n(k)2

)
=

1

σ

n(k)22n(k)−1

3n(k)
T

(
n(k)22n(k)−1

σ
(x− pk)

)
と hk : R → Rを定義する。この hk は ∫

R
hk(t) dt =

1

3n(k)

および
supp(hk) = [pk, qk]

を充す。さてここで、h =
∑

k hk と定義する。hの連続性を調べよう。{(pk, qk)}は互いに交わらないので、
連続性はDの点のみで調べれば良い。T は T (0) = T (1) = 0を充しているので、t ∈ Dについて h(t) = 0で
ある。そして、n22n−1

3n → 0なので hが連続であることがわかる。関数 f : R → Rを

f(x) =

∫ x

0

h(t) dt =
∑
k

∫ x

0

hk(t) dt
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と定義する。hは連続なので f は C1 級関数になる。
An を C を構成するときに現れる第 n世代の閉区間全体とし、Bn を D を定義するときに現れる第 n世代
の閉区間全体とする。また、A =

⋃
n An、B =

⋃
n Bn とする。各 nについて An は互いに交わらない 2n−1

個の閉区間の族である。I, J ∈ An について、任意の x ∈ I と任意の y ∈ J について x < y となっていると
きに I ≺ J と定義する。Bn にも同様に順序 ≺を導入する。さて An 上でも Bn 上でも ≺は全順序になって
おり、An と Bn は濃度が同じ有限集合なので一意的に順序を保つ全単射 sn : An → Bn が存在する。そして
s : A → B を I ∈ Aが A ∈ An ならば s(I) = sn(I)として定義する。
各 x ∈ C に対して、列 {Ik} ⊂ Aで、Ik ∈ Ak で⋂

k

Ik = {x}

を充すものが存在する。このような列は複数あることに注意せよ。そして⋂
k

s(Ik) = {y}

となる y が存在する。この y は列 {Ik}の選び方に依らず一意的に存在するので、写像 α : C → D をこの x

に y を対応させる写像として定義する。
In を C を構成するときに取り除かれる第 n世代の開区間全体とし、Jn をDを定義するときに取り除かれ
る第 n世代の開区間全体となる。もちろんこのとき I =

⋃
n In、J =

⋃
n Jn とする。上と同様にして In と

Jn には全順序 ≺が定義され、順序を保つ全単射 rn : In → Jn が存在する。そして写像 r : I → J を A ∈ I
が In ならば r(A) = rn(A)として定義する。このとき

r({I ∈ I | I ⊂ [0, x]}) = {J ∈ J | J ⊂ [0, α(x)]}

が成り立つ。
任意の a ∈ C をとり b = α(a) ∈ D とする。このとき f ′(b) = h(b) = 0であり、

f(b) =
∑
k

∫ b

0

hk(t) dt =
∑

k∈N,(pk,qk)⊂[0,b]

1

3n(k)
=

∑
I∈I,I⊂[0,a]

|I| = a

であるので、C ⊂ f(Cf )を得る。（ちなみにこの構成だと C = f(Cf )までわかる。）

先に述べた命題を用いれば Sardの定理にまつわる反例が次のように構成できる。

命題 22. C1 級関数 g : R2 → Rで g(Cg)が正のルベーグ測度を持つものが存在する。

証明. 関数 f : R → Rを命題 21で述べられた関数とする。そして関数 g : R2 → Rを

g(x, y) = f(x) + f(y)

と定義する。すると g は C1 級写像であり、また

J(g)(x, y) = 0 ⇐⇒ (∂xf)(x) = 0, (∂yf)(y) = 0

が成り立つことがわかる。よって
[0, 2] = C + C ⊂ g(Cg)

であるから g が求める関数である。
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4.3 Kaufmanによる構成
次のWhitneyの補題を用いる。

命題 23. J を Rの開区間とする。連続写像 w : J → Rと閉集合 A ⊂ J、v ∈ R、a ∈ J は以下を充たすとす
る。任意の εに対して δ > 0が存在して

(1) x ∈ Aかつ |x− a| < δ ならば ∣∣∣∣w(x)− w(a)

x− a
− v

∣∣∣∣ < ε

である。
(2) x ∈ J \Aかつ |x− a| < δ ならば導関数 w′(x)が存在し、

|w′(x)− v| < ε

である。
このとき w は点 a ∈ Aにおいて微分可能で w′(a) = v である。

証明. 任意の a ∈ Aと任意の εに対して δ > 0が存在して任意の |x− a| < δ ならば∣∣∣∣w(x)− w(a)

x− a
− v

∣∣∣∣ < 2ε

を示せばよい。話を簡単にするために a ≤ x とする。x ∈ J \ A のときに目的の式を示せばよい。ここで
px を px ∈ A で、A ∩ (px, x) = Ø となるものとする。A が閉集合なのでこのような px は存在する。また、
a ≤ px である。(2)から w は開区間 (px, x)で微分可能なので中間値の定理から

w(x) = w(px) + w′(c)(x− px)

となる c ∈ (px, x)が存在する。さてこのとき、

w(x)− w(a)

x− a
=

w(x)− w(px)

x− px

x− px
x− a

+
w(px)− w(a)

px − a

px − a

x− a

= w′(c)
x− px
x− a

+
w(px)− w(a)

px − a

px − a

x− a

となり、また、
v = v

x− px
x− a

+ v
px − a

x− a

なので ∣∣∣∣w(x)− w(a)

x− a
− v

∣∣∣∣ ≤ |w′(c)− v|
∣∣∣∣x− px
x− a

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣w(px)− w(a)

px − a
− v

∣∣∣∣ ∣∣∣∣px − a

x− a

∣∣∣∣
である。さて px 及び cの定義から |c−a| < δ、|px−a| < δなので |w′(c)− v| < εかつ

∣∣∣w(px)−w(a)
px−a − v

∣∣∣ < ε

である。また、px の定義から |x− px| ≤ |x− a|かつ |px − a| ≤ |x− a|なので結局 |x− a| < δ ならば∣∣∣∣w(x)− w(a)

x− a
− v

∣∣∣∣ < 2ε

を得る。
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上の補題から次がわかる。

補題 24. U ⊂ Rm は開集合とし、孤立点を持たないコンパクト集合 A ⊂ U は内点を持たないとする。連続
関数 F : U → Rn について、F は U \Aにおいて C1 級で任意の a ∈ Aに対して

lim
x∈U\A,x→a

JF (x) = 0

とし、さらに a ∈ Aとについて
lim

x∈A,x→a

‖F (x)− F (a)‖
‖x− a‖

= 0

が成り立っているとする。このとき F は U 上すべての点で C1 級であり、JF (a) = 0である。

命題 25. C1 級全射関数 f : R3 → R2 で、各点 x ∈ R3 で rank(f)(x) ≤ 1となるものが存在する。

証明. β < 1/2とする。I = {x ∈ R3 | |xi−ci| ≤ L/2}という立法体を考える。{x ∈ R3 | |xi−(ci+εi)L/4| ≤
βL/2} (εi ∈ {1,−1})という形で書ける立法体を考える。（εi の値の選び方でこの形に書ける立方体は 8個あ
る。）= E(I) この形で書ける立法体の間の距離は L/2− βL以上である。また、I の境界と先の形で書ける立
方体との距離は L/4− βL/2以上である。
今から I = {x ∈ R3 | |x| ≤ 1}で定義される立方体を８の小さい立方体に分割していってカントール集合を
作る。E(I)を適当に番号付けて、 E(I) = {I(n1) | ni ∈ {1, 2, . . . , 8}}とする。一般に I(n1, n2, . . . , nk)が定
義されたとき、E(I(n1, n2, . . . , nk))を適当に番号付けて、

E(I(n1, n2, . . . , nk)) = {I(n1, n2, . . . , nk, nk+1) | nk+1 ∈ {1, 2, . . . , 8}}

として I(n1, n2, . . . , nk, nk+1)を帰納的に定義する。世代が同じ I(a1, a2, . . . , ak)と I(b1, b2, . . . , bk)との距
離は βk−1 − 2βk 以上である。世代が異なる I(a1, a2, . . . , ak)と I(b1, b2, . . . , bj)（k < j）との関係は以下の
ようになる。もしこの二つが交わってなければ、この二つの立方体の間の距離は βk−1(1 − 2β)以上になり、
もし大きい方の立方体が小さい方を含んでいれば、大きい方の境界と、小さい立方体との距離は βk(1/2− β)

となる。
I の境界を B、I(n1, n2, . . . , nk, )の境界を B(n1, n2, . . . , nk) で表すことにする。そして、

C(β) =
⋂
k∈N

 ⋃
i∈{1,2,...,k}, ni∈{1,2,...,8}

I(n1, n2, . . . , nk)


とする。C(β)はカントール集合と同相である。以下 β2 > 8−1 を仮定する。R を R2 の任意の閉正方形とす
る。k ∈ N と (n1, n2, . . . , nk) ∈ {1, 2, . . . , 8} に対して閉長方形 R(n1, n2, . . . , nk) を帰納的に以下のように
定義する。R(n1)は Rを 7つの垂直な線分によって 8個の相似な長方形に分割し、それを番号付けたものと
して定義する。一般に R(n1, n2, . . . , nk)が定義された時、もし、k が偶数ならば R(n1, n2, . . . , nk)を 7つの
垂直な線分で 8個の相似な長方形に分割し、それを番号付けたものとして R(n1, n2, . . . , nk, nk+1)を定義し、
もし k が奇数ならば R(n1, n2, . . . , nk)を 7つの水平な線分で 8個の相似な長方形に分割し、それを番号付け
たものとして R(n1, n2, . . . , nk, nk+1)を定義する。ここで、ある A > 0が存在して任意の k ∈ Nについて

diam(R(n1, n2, . . . , nk)) ≤ A2−3k/2

となる。(k が奇数であるときと偶数であるときに場合分けすれば証明出来る。) 全射写像 Φ : C(β) → R は
C(β)∩ I(n1, n2, . . . , nk)を R(n1, n2, . . . , nk)に全射に写すとする。このような写像は存在する。以上の考察
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から、M > 0が存在して x, y ∈ C(β)について

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ M |x− y|λ

となることがわかる。ここで λ = −3 log 2/2 log β > 1である。
f : [0, 1] → Rを f(m/8) = am および、C1 級で

|f ′| ≤ 9max |am − am+1|

を充すものとする。g : R3 → Rで ∂Jm の近傍上で g = m/8となる C1 級写像とする。この時 g(R3) ⊂ [0, 1]

であり、|Dg| ≤ Nβ−k を満たす。そして
F = f ◦ g

と定義する。F は I \ C(β)上で C1 級である。境界上では DF = 0であり、また、I(n1, n2, . . . , nk) \ C(β)

上で
|DF | ≤ |Dg||f ′| ≤ Hβ−k2−3k/2 ≤ Hβ−kβλk

なので、先の補題から F は I 上全体で C1 級であり、C(β)上で DF = 0 である。F の定義の仕方から F の
階数は全ての点で 1以下である。

注意. この命題における各点 x ∈ R3 で rank(f)(x) ≤ 1という条件は f(Cf )が正測度であるという条件より
も強いことに注意しよう。

5 多様体の間の写像の Brown-Morse-Sardの定理
定義 26. m次元多様体M の部分集合 S が測度零であるとは

定理 27 (多様体の Brown-Morse-Sard の定理). M,N をそれぞれ m,n 次元 Cr 級可微分多様体とし、
f : M → N は Cr 級とする。また、M はリンデレフであるとする。このときもし

r ≥ 1 + max(m− n, 0)

ならば f(Cf )は測度零である。

証明. ここまで読んだらわかる。
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