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コンパクト性は位相空間の情報が有限開被覆で網羅できるほど小さい（コンパクト）という概念だが、その

亜種である点列コンパクト性はどちらかというと位相空間の中の特別な元の存在を保証するために用いられる

ことが多い。存在を保証したいものに似ている元を可算個作ってやれば、（まあ、運が良ければ）求めるもの

が得られるというわけである。そういうわけで位相空間が与えられたときにその部分集合が（点列）コンパク

トであるかどうか判定できるととても便利である。特に写像の空間の部分集合のコンパクト性が判定できれば

位相空間の間の特別な写像を構成する鍵になるので、コンパクト性の判定はより重要さを増す。この方法論は

例えばリーマンの写像定理の証明や、微分方程式の解の存在を保証するために使われている。そういったコン

パクト性の判定法のひとつとしてこの文章ではアスコリ・アルツェラの定理を紹介する。この定理はコンパク

ト一様収束の位相が入った写像の空間のコンパクト性の判定法と考えることができる。余談ではあるがチコノ

フの定理は各点収束の位相におけるコンパクト性判定法と考えることができる。

1 準備

定義 1. 集合 A,B に対して
Map(A,B)

で Aから B への写像全体の集合を表すことにする。

定義 2. 位相空間 X、Y に対して
C(X,Y )

で X から Y への連続写像全体の集合を表す。

定義 3 (評価写像). e : C(X,Y ) ×X → Y を e(f, a) = f(a)で定義する。また F ⊂ C(X,Y )と A ⊂ X に

ついて
e(F , A) = {f(a) | f ∈ F , a ∈ A}

という表記をする。

定義 4. 距離空間 (M,d)と a ∈M および r > 0についてこの文章では U(a, r)で aを中心とする r-開球を表

すことにする。また A ⊂M に対して
U(A, r) =

∪
a∈A

U(a, r)

と定義する。Aの r-開近傍である。
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以下では、X と Y は常に距離空間であり、その距離をそれぞれ dX と dY と書くことにする。有界閉集合

が常にコンパクトになるような距離空間を固有距離空間と呼ぶ。

定義 5 (同程度連続). F ⊂ C(X,Y )が点 aで同程度連続であるとは

∀a ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ F ∀x ∈ X, dX(x, a) < δ =⇒ dY (f(x), f(a)) < ε

が成り立つことである。各点 a ∈ X で同程度連続であるとき F は X で同程度連続であるとかいう。

定義 6 (同程度一様連続). F ⊂ C(X,Y )が同程度一様連続であるとは

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ F ∀x, y ∈ X, dX(x, y) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε

が成り立つことである。

定義 7 (各点一様有界性). F ⊂ C(X,Y )が各点一様有界であるとは任意の a ∈ X に対して e(F , a) = {f(a) |
f ∈ F}が Y の有界集合であるときに言う。

定義 8 (一様有界性). F ⊂ C(X,Y )が一様有界であるとは e(F , X) = {f(x) | f ∈ F , x ∈ X}が Y の有界

集合であるときに言う。

定義 9 (一様全有界性). F ⊂ C(X,Y )が一様全有界であるとは e(F , X) = {f(a) | f ∈ F , x ∈ X}が Y の全

有界集合であるときに言う。

定義 10 (広義一様全有界性). F ⊂ C(X,Y )が一様全有界であるとは X の任意のコンパクト部分集合 K に

ついて e(F ,K) = {f(a) | f ∈ F , x ∈ K}が Y の全有界集合であるときに言う。

定義 11 (ヘミコンパクト). 位相空間 X は、その可算個のコンパクト部分集合族 {Ki}i∈N で

X =
∪
i∈N

Ki

∀i ∈ N Ki ⊂ Int(Ki+1)

を充たすものが存在するときヘミコンパクトと言う。

2 本文

命題 12. X がコンパクトであるとき F ⊂ C(X,Y )が同程度連続であることと、同程度一様連続であること

は同値である。

略証. X はコンパクトなのでルベーグ数が存在する。これを使う。

命題 13. X がコンパクトで F ⊂ C(X,Y )が同程度連続であるとき、F が各点一様有界であることと F が一
様有界であることは同値である。

証明. 先の命題から F は同程度一様連続である。ε = 1に対して F の同程度一様連続性を担保する δ を一つ

取る。つまり
∀f ∈ F ∀x, y ∈ X, dX(x, y) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < 1
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を成り立たせる δ を一つ取る。X はコンパクトなのでその δ-ネット {p1, p2, . . . , pk}が存在する。さて任意に
x ∈ X をとると iが存在して dX(x, pi) < δ となる。よって任意の f ∈ F について dY (f(x), f(pi)) < 1とな

る。つまり
e(F , X) ⊂ U(e(F , {p1, . . . , pk}), 1)

であり、e(F , {p1, . . . , pk})は有界集合なので e(F , X)は有界集合である。

X をコンパクト距離空間とする。このとき C(X,Y )に sup距離 D が次のように定義できる。

D(f, g) = sup
x∈X

dY (f(x), g(x))

この距離に関する全有界を述べるのがアスコリ・アルツェラの定理である。

定理 14 (アスコリ・アルツェラ). X をコンパクトとする。F ⊂ C(X,Y )が同程度連続かつ一様全有界であ

ることと、F が sup距離 D について全有界であることは同値である。

証明. まず F が同程度連続であり、一様全有界と仮定して F の全有界性を示す。ε > 0 を任意に与える。

A = e(F , X)は全有界なので Aの ε/8-ネット {y1, y2, . . . , yn}が存在する。X がコンパクトなので F が同程
度一様連続であるが、ε/8に対して F の同程度一様連続性を担保する δ > 0を一つ取る。つまり

∀f ∈ F ∀x, y ∈ X, dX(x, y) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε/8

が成り立たせる δ のことである。X はコンパクトなので δ-ネット {p1, . . . , pm} が存在する。ところで各
ϕ ∈ Map({1, 2, . . . ,m}, {1, 2, . . . , n})に対して

S(ϕ) = {f ∈ F | ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m} f(pi) ∈ U(yϕ(i), ε/8)}

と定義する。そしてさらに

I = {ϕ ∈ Map({1, 2, . . . ,m}, {1, 2, . . . , n}) | S(ϕ) ̸= Ø}

と定義する。I は Map({1, 2, . . . ,m}, {1, 2, . . . , n}) の部分集合なので有限集合である。また、{y1, . . . , yn}
がネットであることから I ̸= Ø がわかる。そこで各 ϕ ∈ I に対して hϕ ∈ S(ϕ) となる hϕ を選んでお

く。いまからこの {hϕ}ϕ∈I が ε-ネットであることを示そう。任意に f ∈ F を取る。そしてこの f に対して

ψ ∈ Map({1, 2, . . . ,m}, {1, 2, . . . , n})を各 i ∈ {1, 2, . . . ,m}について

f(pi) ∈ U(yψ(i), ε/8)

となるように定義する。このような ψ が存在することは {y1, . . . , yn}がネットであることからわかる。I の
定義から ψ ∈ I がわかる。hψ と f の距離を評価しよう。任意の x ∈ X について dX(x, pi) < δ となる pi を

取る。このとき同程度一様連続性や ψ 及び S(ψ)の定義などから

dY (f(x), hψ(x)) ≤ dY (f(x), f(pi)) + dY (f(pi), yψ(i)) + dY (yψ(i), hψ(pi)) + dY (hψ(pi), hψ(x))

≤ ε/8 + ε/8 + ε/8 + ε/8 = ε/2

よって D(f, hψ) ≤ ε/2 < ε すなわち {hϕ}ϕ∈I は ε-ネットであり、F が全有界であることがわかった。
今度は逆を示そう。つまり F が D について全有界であるならば、同程度連続かつ一様全有界であること

を示す。まず最初に同程度連続であることを示そう。任意に点 a ∈ X と ε > 0を与える。F の全有界性から
ε/3-ネット {h1, h2, . . . , hm}が存在する。δ > 0を適当に小さく選んで

∀i ∈ {1, 2, . . . ,m} ∀x ∈ S dX(x, a) < δ =⇒ dY (hi(x), hi(a)) < ε/3
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を成り立たせるようにする。このことは各 hi の連続性と、{h1, h2, . . . , hm} が有限集合であることから可
能である。さて、任意の x ∈ X が dX(x, a) < δ が成り立つと仮定する。そして任意の f ∈ F について
D(f, hi) < ε/3となるような hi を取る。すると

dY (f(x), f(a)) ≤ dY (f(x), hi(x)) + dY (hi(x), hi(a)) + dY (hi(a), f(a))

≤ dY (hi(x), hi(a)) + 2D(f, hi) < ε

よって F は同程度連続である。
次に一様全有界性を示そう。任意に ε > 0を与える。そして F の ε/2-ネット {h1, . . . , hm}を取る。する
と X のコンパクト性から各 e(hi, X) = hi(X)はコンパクトであるから

e({h1, . . . , hm}, X) =

m∪
i=1

hi(X)

もコンパクトである。よってこの集合の ε/2-ネット {y1, y2, . . . , yn} が存在する。いまから {y1, y2, . . . , yn}
が e(F , X)の ε-ネットであることを示そう。任意に f ∈ F と a ∈ X を与える。そして D(f, hi) < ε/2とな

る hi を取り、さらに dY (hi(a), yj) < ε/2となる yj を取る。このとき

dY (f(a), yi) ≤ dY (f(a), hi(a)) + dY (hi(a), yj) ≤ D(f, hi) + dY (hi(a), yj) < ε

となるので {y1, y2, . . . , yn}は e(F , X)の ε-ネットである。

Y に固有性を仮定すると次のように言い換えることもできる。

系 15. X をコンパクトとし、Y を固有距離空間とする。このとき F ⊂ C(X,Y )が同程度連続かつ各点一様

有界であることと、F が sup距離 D で全有界であることは同値である。

一般的によく見るのは次の形のアスコリ・アルツェラだと思う。

定理 16. X をコンパクトとし、Y を固有距離空間とする。このとき F ⊂ C(X,Y )が同程度連続かつ一様有

界であることと、F が sup距離 D で全有界であることは同値である。

X がコンパクトじゃない場合にもある程度条件を課せばアスコリ・アルツェラ型の定理が成り立つ。それ

を述べるために広義一様収束のための距離を用意しよう。X を σ コンパクトとする。X の可算で増大なコン

パクト部分集合族 {Ki}で、X を被覆するものについて、f, g ∈ C(X,Y )に対し、

Di(f, g) = sup
x∈Ki

dY (f(x), g(x))

と定義し、さらに

E(f, g) = sup
i∈N

{
1

2i
Di(f, g)

1 +Di(f, g)

}
と定義する。E は C(X,Y ) 上の距離となり、E について収束することと、広義一様収束することは同値に

なる。

定理 17. X を σ コンパクトとする。このとき F ⊂ C(X,Y )が同程度連続で、広義一様全有界であるならば

F は E について全有界である。さらに X がヘミコンパクトならば、逆も成り立つ。
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証明. まず F が同程度連続で、広義一様全有界であると仮定して全有界性を調べよう。ε > 0 を任意に与え

る。N を十分大きくとって N < iならば 2−i < ε/2となるようにとる。そして

G = {f |KN | f ∈ F}

と定義すると G ⊂ C(KN , Y )であり、また同程度連続で、一様全有界であることもわかる。よって先のアス

コリ・アルツェラの定理から G はDN について全有界である。そこで G の ε/2-ネット {h1, h2, . . . , hm}を取
る。j ≤ N ならば Dj(f, g) ≤ DN (f, g)であるから

Dj(f, g)

1 +Dj(f, g)
≤ DN (f, g)

1 +DN (f, g)

がわかる。任意に f ∈ F を与え、DN (f, hi) < ε/2となる hi を取ると j ≤ N となる j について

1

2j
Dj(f, hi)

1 +Dj(f, hi)
≤ 1

2j
DN (f, hi)

1 +DN (f, hi)
≤ 1

2j
DN (f, hi) < ε/2

さらに N < j ならば N の取り方から
1

2j
Dj(f, hi)

1 +Dj(f, hi)
< ε/2

となるので E(f, hi) < εである。よって {h1, h2, . . . , hm}は F の E における ε-ネットである。つまり F は
E について全有界である。

次は X にヘミコンパクト性を課して逆を示そう。a ∈ X について a ∈ Int(Ki)となる iが存在する。E の

定義と F が E について全有界であることから

G = {f |Ki | f ∈ F}

は Di について全有界である。よって先のアスコリ・アルツェラの定理から G は a ∈ X において Ki 上で同

程度連続である。ところで x ∈ Int(Ki)なので結局 F が a ∈ X で X 上同程度連続であることがわかる。ま

た X のコンパクト集合 K を与え、K ⊂ Kj となる Kj を取るとやはり E の定義と F が E について全有界

であることから
G = {f |Kj | f ∈ F}

はDj について全有界である。よって先のアスコリ・アルツェラの定理から G はKj 上一様全有界である。ゆ

えにK 上でも G は一様全有界である。つまり F は広義一様全有界である。

この定義域がノンコンパクトな場合のアスコリ・アルツェラの定理も Y が固有で広義各点一様有界な場合

に特殊化できるが面倒なので述べない。またアスコリ・アルツェラ型の定理は一様空間の範疇まで一般化でき

るが、面倒なのでここでは述べない。
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