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この文章では極限集合を定義し、その基本的な性質を紹介する (命題 20、21、系 22)。この極限集合とその

基本的な性質はホイットニーの埋め込み定理を証明する際によく利用されるが、証明を見たことがなかったの

で、証明をつけてみた。極限集合は多様体の間の写像の場合に利用されるところしか見たことがないのだが、

厳密に証明すると写像の定義域が σ コンパクトな局所コンパクト距離化可能空間で、写像のコドメインが距

離化可能空間である場合に証明できることがわかるのでそのように証明している。また、やろうと思えばもっ

と広いクラスの空間の間の写像で証明ができると思われる。しかしながらそのような一般化に意味があるかと

いえば特に意味はなく、ただ使われている道具がハッキリする程度の効能しかないように私は思うし、普通の

多様体は距離化可能であるということを宣伝するためにも距離化可能空間程度の仮定にとどめておく。

σ コンパクトな位相多様体は距離化可能であることを強く注意しておく。*1このことはウリゾーンの距離化

可能定理や、σ コンパクトな位相多様体には常にリーマン計量が存在することから分かる。*2多様体の位相に

関するとても強い性質なのだが、あまり注意されてないように思うので強く注意しておく。恐らくリーマン計

量の存在性から従うことなのであまり強く注意しないのかもしれない。

この文章の主要部分はセクション 3である。基本事項がわかっている読者はここだけ読めばよい。

この文章では位相空間 X の点 aの近傍系を N(a)で表し、X の部分集合 Aの閉包を CLX(A)、Aの内核

を IntX(A)で表す。

1 準備

定義 1 (点列). 位相空間 X 内の点列とは写像 α : N → X のことである。この文書では簡単に {αi} などと
書く。

定義 2 (部分列). X 内の点列 β が点列 αの部分列であるとは狭義単調な写像 ϕ : N → Nが存在して

β = α ◦ ϕ

と表されることである。すなわち {βi}は {αϕ(i)}という形をしている。

定義 3 (点列の収束). X 内の点列 αが X の点 pに収束するとは

∀N ∈ N(p) ∃M ∈ N ∀n ≥ M (αn ∈ V )

が成り立つことである。{αn}が pに収束することを limn→∞ αn = pと書いたり、αn → pと書いたりする。

*1 一般に位相多様体において、パラコンパクト性と距離化可能性は同値である。
*2 リーマン計量から多様体の位相と両立する距離がおなじみの方法で構成できる。
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距離空間 (X, d)においては αn → p in X と d(αn, p) → 0 in Rは同値である。

定義 4. 位相空間 X の部分集合 Aと点 pについて pが Aの集積点であるとは

∀N ∈ N(p) (N \ {p}) ∩A ̸= Ø

が成り立つことである。Aの集積点全体を Ad で表すことにする。

以下の二つの補題は距離空間の基本的な命題であるが、一応紹介しておく。証明は省略する。

補題 5. 距離空間 (X, d)とその部分集合 Aについて以下は同値である。

(1) Aは (X, d)の閉集合。

(2) X 内の点列 {an}が an ∈ Aと an → aをみたすならば a ∈ A

補題 6. 距離化可能空間の間の写像 g : X → Y について以下は同値である。

(1) g は連続写像

(2) X 内の点列 {an}ついて an → aならば、Y 内の点列 {g(an)}は g(an) → g(a)を充たす。

(3) X の部分集合 Aについて g(CLX(A)) ⊂ CLY (g(A))

注意. 補題 6について (1)と (3)は一般の位相空間の間の写像でも同値になる。

定義 7. 連続写像 f : X → Y が埋め込みであるとは、f : X → f(X)が同相写像となることをいう。つまり、

f が単射で、f−1 : f(X) → X が連続ということである。

2 点列の集積の概念について

まずは数列に関する二つの集積点の概念を紹介しよう。

このセクションでは X は距離化可能空間上で考えているものとする。

定義 8. {xi}i∈N が「点列として集積点を持つ」とは

∃a ∈ X ∀N ∈ N(a) card({i ∈ N | xi ∈ N}) = ℵ0

が成り立つことである。

定義 9. ちなみに {xi}i∈N が「集積点を持つ」とは

{xi | i ∈ N}d ̸= Ø

つまり集合として集積点を持つということである。

注意. 以降では「点列として集積点を持つ」という概念しか使わず、集合として集積点を持つ方は使わない。

点列が集積点を持つと言った場合には普通は「点列として集積点を持つ」という意味で解釈すると思うが、集

合として集積点を持つ意味と紛らわしいので違いを強調するために一応両方ともに定義として紹介した。上の

二つの定義はもちろん同値ではない。（考えてみよ。）

また、点列として集積点を持つことは同相写像で保たれる性質であることに注意しよう。
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以下ではまず点列として集積点をもつことの必要十分条件を決定して行く。

命題 10. 以下は同値である。

(1) {xi}が点列として集積点を持つ
(2) {xi | i ∈ N}d ̸= Øまたは ∃n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) = ℵ0

証明. まず (1) =⇒ (2)を証明しよう。そのためには (1)と ∀n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) < ℵ0 を仮定し

て {xi | i ∈ N}d ̸= Øを導けばよい。まず (1)から

∃a ∈ X ∀N ∈ N(a) card({i ∈ N | xi ∈ N}) = ℵ0

が成り立つ。この点 a ∈ X は集合 {xi | i ∈ N}には属しない。なぜなら今は

∀n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) < ℵ0

を仮定しているからである。よって

∀N ∈ N(a) (N \ {a}) ∩ {xi | i ∈ N} ̸= Ø

である。即ち a ∈ {xi | i ∈ N}d なので (2)が導かれた。

次に (2) =⇒ (1)を証明しよう。まず、{xi | i ∈ N}d ̸= Øならば、{xi | i ∈ N}d から点 a ∈ X を取ればこ

れは集合 {xi | i ∈ N}の集積点であることから

∀N ∈ N(a) card({i ∈ N | xi ∈ N}) = ℵ0

となることがわかる。

次に ∃n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) = ℵ0 ならば xn について、もちろん

∀N ∈ N(xn) card({i ∈ N | xi ∈ N}) = ℵ0

となるのでいづれにせよ (1)が証明された。

命題 11. {xi}が点列として集積点を持つ ⇐⇒ {xi}は収束する部分列を持つ。

証明. まず、{xi}が収束する部分列を持つとして点列として集積点を持つことを示そう。部分列 {xϕ(i)}は点
a ∈ X に収束すると仮定する。ここで ϕ : N → Nは狭義単調関数である。a ∈ X は {xϕ(i)}の収束点なので

∀N ∈ N(a) card({i ∈ N | xϕ(i) ∈ N}) = ℵ0

よって特に
∀N ∈ N(a) card({i ∈ N | xi ∈ N}) = ℵ0

なのでつまり {xi}は点列として集積点を持つ。
逆を示そう。そのために定理 10を利用する。X の位相と両立する距離の一つを dとする。

もし {xi | i ∈ N}d ̸= Øならばここから点 a ∈ X をとって、d(a, xϕ(i)) < 1/iとなるように部分列 {xϕ(i)}
を取れば、これは aに収束する。

もし ∃n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) = ℵ0 ならば xϕ(i) = xn となる部分列 {xϕ(i)}（これは定数列であ
る。）を取ればこれは点 xn に収束する。もちろん ϕは狭義単調増加関数である。
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命題 12. {xi}が点列として集積点をもつ ⇐⇒

∃K : cpt ∀N ∈ N ∃n ≥ N xn ∈ K

証明.（⇐=の証明）

仮定から単調増加数列 ϕ : N → N を xϕ(i) ∈ K となるようにとることができる。K はコンパクトなので

{xϕ(i)}の部分列で収束するものが存在する。ところでそもそも {xϕ(i)}は {xi}の部分列なので {xi}は収束
する部分列を持つことが言えた。

（=⇒の証明）
{xi}が点列として集積点をもつと、収束する部分列 {xϕ(i)}が存在する。ここで ϕ : N → Nは単調増加写
像である。この部分列 {xϕ(i)}の収束点を a ∈ X とし、

K = {xϕ(i) | i ∈ N} ∪ {a}

とするとK はコンパクトである。さらに任意の n ∈ Nについて ϕ(n) ≥ nなので

∃K : cpt ∀N ∈ N ∃n ≥ N xn ∈ K

が成り立つ。

以上を合わせて以下を得る

命題 13. 距離空間 (X, d)内の点列 {xi}について以下は同値である。

(1) {xi}は点列として収束する。
(2) {xi | i ∈ N}d ̸= Øまたは ∃n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) = ℵ0

(3) {xi}は収束する部分列を持つ。
(4) ∃K : cpt ∀N ∈ N ∃n ≥ N xn ∈ K

次のセクションで利用するのは主に点列として収束することの否定である。次のように定義して用いる。

定義 14. xi → ∞を {xi}が点列として集積点を持たないことと定義する。

xi → ∞は単に点列として集積点を持つことの否定なので、命題 13から直ちに以下の同値性が従う。

命題 15. 距離空間 (X, d)内の点列 {xi}について以下は同値である。

(1) xi → ∞
(2) {xi | i ∈ N}d = Øかつ ∀n ∈ N card({i ∈ N | xi = xn}) < ℵ0

(3) {xi}の任意の部分列は収束しない。
(4) ∀K : cpt ∃N ∈ N ∀n ≥ N xn ̸∈ K

主に (3)と (4)を利用することになると思う。

注意. 定義を見ればわかるが、xi → ∞は X を一点コンパクト化したときに無限遠点に収束するのと同値で

ある。

また、xi → ∞は距離には依存せず、位相に依存する性質であることに注意しよう！
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3 極限集合

このセクションでは X を σ コンパクトかつ局所コンパクトな距離化可能空間とし、Y を距離化可能空間と

する。

注意. このセクションで扱う極限集合は主に多様体の理論で利用されるし、その補完としてこの文章を書いて

いる。このX と Y に関する仮定は σ コンパクトな位相多様体も満たすことに注意しよう。即ち、σ コンパク

トな位相多様体は距離化可能である。σ コンパクト性の仮定が気になるかもしれないが、普通多様体論で扱わ

れる多様体は σコンパクトである。パラコンパクトの方が親しみがある人もいるかもしれないが、パラコンパ

クトな位相多様体は σ コンパクト位相多様体の直和になってるし、およそ、連結多様体やもしくは高々可算個

の連結多様体の直和にしか興味がない場合が多いので σ コンパクト性が突飛な仮定というわけでもない。し

かしながら σ コンパクトではないような連結位相多様体は存在するし、そういった連結位相多様体は距離化

不可能であるといったことも注意しておこう。

以下の命題の証明は省略する。

命題 16. X のコンパクト部分集合の列 {Ki}i∈N で

X =
∪
i∈N

Ki

∀i ∈ N (Ki ⊂ IntX(Ki+1))

の二つを充たすものが存在する。またこのとき X の任意のコンパクト部分集合 K についてあるm ∈ Nが存
在してK ⊂ Km となることに注意しよう。

注意. この命題内の性質を充たす {Ki}i∈N が存在する空間のことを Hemicompactと呼ぶ。一般に σ コンパ

クトな局所コンパクトハウスドルフ空間は Hemicompactである。

命題 16の後半の注意からすぐに次のことがわかる。

命題 17. {Ki}i∈N を命題 16で述べられている X コンパクト部分集合列としよう。このとき xi → ∞と

∀m ∈ N ∃N ∈ N ∀i ≥ N xi ̸∈ Km

が同値になる

以下で定義する極限集合がこの文書の主役である。この集合の振る舞いを見ることで写像の性質がわかった

りする。

定義 18. 連続写像 f : X → Y に対し

L(f) = {y ∈ Y | xi → ∞となる {xi}が存在して f(xi) → y となる }

と定義する。これを f の極限集合と呼ぶ。

まず簡単に次のことがわかる。

命題 19. L(f)は Y の閉集合
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証明. 命題 16を用いて X のコンパクト集合の列 {Ki}i∈N で

X =
∪
i∈N

Ki

∀i ∈ N (Ki ⊂ IntX(Ki+1))

の二つを充たすものを取る。距離空間の部分集合の閉性を確かめる昔ながらの方法（補題 5）を用いる。Y の

位相と両立する距離の一つを eとしよう。Y 内の点列 {yi}は yi ∈ L(f)であり、{yi}は y ∈ Y に収束してる

とする。ここで、適当に部分列をとって
e(yi, y) < 2−i

としても一般性を失わない。各m ∈ N毎に ym ∈ L(f)なので、X 内の点列 {xm
i }が存在して、xm

i → ∞で
かつ

lim
i→∞

f(xm
i ) = ym

となる。さてここで単調増加写像 ϕ : N → Nを i ≥ ϕ(m)ならば

xm
i ̸∈ Km, e(ym, f(xm

i )) < 2−m

となるように定める。このことはちゃんと可能である。そして zi = xi
ϕ(i) とする。ϕの定義から任意の iにつ

いて
zi = xi

ϕ(i) ̸∈ Ki

が成り立つ。Ki ⊂ Ki+1 なので、n ≥ N ならば zn ̸∈ KN が成り立ち、命題 17から zi → ∞がわかる。そ
して、

e(y, f(zi)) ≤ e(y, yi) + e(yi, f(zi)) ≤ 2−i+1

なので f(zi) → y がわかる。よって y ∈ L(f)となるから、L(f)は閉集合である。

命題 20. f : X → Y を単射と仮定する。このとき

f が埋め込み ⇐⇒ L(f) ∩ f(X) = Ø

証明.（=⇒の証明）
対偶を証明しよう。即ち、L(f)∩f(X) ̸= Øを仮定して f が埋め込みでないことを示す。今、y ∈ L(f)∩f(X)

を取ると、xi → ∞かつ f(xi) → y となるX 内の点列 {xi}が存在し、また、y = f(x)となる x ∈ X が存在

する。xi → ∞であることから {xi}は収束しない。よって Y 内の点列 {f(xi)}は f(xi) → y にも関らず、

lim
i→∞

f−1(f(xi)) ̸= f−1(y)(= x)

となるので f−1 : f(X) → X は連続ではない。よって特に f は埋め込みではない。

(⇐=の証明)

L(f) ∩ f(X) = Øから f−1 : f(X) → X が連続であることを示せばよい。つまり任意の A ⊂ f(X)につ

いて
f−1(CLf(X)(A)) ⊂ CLX(f−1(A))

であることを証明する（補題 6）。

任意に y ∈ CLf(X)(A)を取る。すると A内の点列 {yi}が存在して y に収束する。さて xi = f−1(yi)とす

る。L(f)∩ f(X) = Øという仮定と y ∈ f(X)から y ̸∈ L(f)がわかる。よって xi ̸→ ∞がわかる。すなわち
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{xi}は点列として集積点を持つ。よって収束する部分列 {xϕ(i)}が存在する。{xϕ(i)}の収束点を x ∈ X とす

る。写像 f の連続性から f(xϕ(i)) → f(x)がわかり、さらに f(xϕ(i)) = yϕ(i) であり、収束列の部分列は元の

列の収束点に収束するので、f(x) = y である。つまり x = f−1(y)である。以上から {yi}の部分列を適当に
とれば f−1(yϕ(i)) → f−1(y)となることがわかった。{f−1(yϕ(i))}は f−1(A)内の点列であるから

f−1(CLf(X)(A)) ⊂ CLX(f−1(A))

がわかるので f−1 は連続である。

命題 21. 連続関数 f : X → Y について

f(X)が Y の閉集合 ⇐⇒ L(f) ⊂ f(X)

証明. (=⇒の証明)

L(f)の定義から自明。

(⇐=の証明)

f(X) 内の点列 {yi} は yi → y を充たすと仮定する。そして点列 {xi} を xi ∈ f−1(yi) となるように定義

する。

もし {xi}が収束する部分列を持つならば f の連続性からその部分列の収束点 xについて f(x) = y になる

ので y ∈ f(X)がわかる。

もし {xi}が収束する部分列を持たない、すなわち xi → ∞ならば y ∈ L(f)であり、仮定から L(f) ⊂ f(X)

なので y ∈ f(X)である。

いづれにせよ y ∈ f(X)なので f(X)は Y の中で閉集合である。

結果として次のことがわかる。

系 22. f : X → Y を単射と仮定する。このとき

L(f) = Øならば f は閉写像でかつ埋め込みになっている。
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