
ブラウワーの不動点定理

電波通信

2018年 8月 2日

ここでは Bn = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ 1}、Sn = {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1} とする。この文章の目的は連続写像
f : Bn → Bn は常に不動点を持つことを主張するブラウワーの不動点定理を証明することである。

定義 1 (レトラクト). 位相空間X の部分集合 AがX のレトラクトであるとは連続写像 f : X → Aが存在し

て任意の x ∈ Aについて f(x) = xとなることをいう。このような f : X → Aをレトラクションという。

命題 2. 次の二つの主張は同値である。

(1)（ブラウワーの不動点定理）任意の連続写像 f : Bn → Bn は不動点を持つ。

(2)（No retraction theorem）Sn−1 は Bn のレトラクトではない。

証明. [(1) =⇒ (2)の証明]

対偶を示す。Sn−1 が Bn のレトラクトとして f : Bn → Sn−1 をレトラクションとする。そして g(x) =

−f(x)と定義する。この g には不動点が存在しない。実際 g(Bn) = Sn−1 なので不動点 pが存在するならば

p ∈ Sn−1 でなければならない。しかし g(p) = −pも成り立つので矛盾する。

[(1) =⇒ (2)の証明終了]

[(2) =⇒ (1)の証明]

対偶を証明する。不動点を持たない連続写像 f : Bn → Bn が存在すると仮定する。即ち x ∈ Bn につい

て f(x) ̸= x ということである。さて e(x) = x − f(x) と定義すると e : Bn → Rn は連続である。さらに

L : Bn × R → Rn を L(x, t) = f(x) + te(x)と定義すればこれもやはり連続である。今、tに関する二次方程

式 ∥L(x, t)∥2 = 1を考える。つまり方程式

(1) ∥e(x)∥2t2 + 2⟨f(x), e(x)⟩t+ ∥f(x)∥2 − 1

を考える。係数が x の関数になってることに注意しよう。いまはこれを t の方程式として見ている。また、

(1)の解は xに依存することに注意せよ。そして、この二次方程式の二つの解は

1

∥e(x)∥2
(
−⟨f(x), e(x)⟩ ±

√
⟨f(x), e(x)⟩2 − ∥e(x)∥2(∥f(x)∥2 − 1)

)
である。さていま、∥f(x)∥ ≤ 1が常に成り立つので、−∥e(x)∥2(∥f(x)∥2 − 1) ≥ 0である。よって√

⟨f(x), e(x)⟩2 − ∥e(x)∥2(∥f(x)∥2 − 1) ≥ |⟨f(x), e(x)⟩|

なので、方程式 (1)の解は実数解であり、非負の解と非正の解を持つ。そのうち、非負の解を T (x)としよう。

T (x)は明示的に

T (x) =
1

∥e(x)∥2
(
−⟨f(x), e(x)⟩+

√
⟨f(x), e(x)⟩2 − ∥e(x)∥2(∥f(x)∥2 − 1)

)
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と書ける。この式から分かるように、写像 T : Bn → Rは連続である。さて、x ∈ Sn−1 のとき、L(x, 1) = x

なので T (x) = 1である。以上から、g : Bn → Sn−1 を g(x) = L(x, T (x))と定義するとこれは連続写像で、

x ∈ Sn−1 のとき g(x) = L(x, T (x)) = L(x, 1) = xとなり、レトラクションになっている。つまり Sn−1 は

Bn のレトラクトになっている。

[(2) =⇒ (1)の証明終了]

この命題からブラウワーの不動点定理を示すためには Sn−1 が Bn のレトラクトではないことを示せばよ

い。この主張をさらに換言する。

命題 3. レトラクション f : Bn → Sn−1 が存在するならば、滑らかなレトラクション g : Bn → Sn−1 が存在

する。ここで g が Bn で滑らかというのは、Bn の十分小さい開近傍で g が滑らかという意味である。

証明. u(x) = f(x)− xと定義する。∥u(x)∥ ≤ 2に注意しよう。f |Sn−1 = 1Sn−1 なので u|Sn−1 = 0なので

ある δ ∈ (3/4, 1)が存在して
δ ≤ ∥x∥ ≤ 1 =⇒ ∥u(x)∥ < 4−1

となる。また、ワイエルストラスの多項式近似定理から各成分が多項式であるような写像 P : Rn → Rn が存

在して
∥x∥ ≤ 1 =⇒ ∥P (x)− u(x)∥ < 4−1

となる。また多項式 Q : R → Rで

r ∈ [0, δ] =⇒ 3/4 ≤ Q(r2) ≤ 1

r ∈ [δ, 1] =⇒ ∥Q(r2)∥ ≤ 1

Q(1) = 0

を充たすものが存在する。さて、v(x) = x+Q(∥x∥2)P (x)と定義すると g : Bn → Rn は連続で、Bn で滑ら

かである。更に ∥x∥ ∈ [0, δ]ならば

∥v(x)∥ = ∥x+Q(∥x∥2)P (x)∥ = ∥x+ f(x)− f(x) +Q(∥x∥2)P (x)∥ = ∥f(x)− (f(x)− x) +Q(∥x∥2)P (x)∥ =

∥f(x)− (f(x)− x) +Q(∥x∥2)(f(x)− x)−Q(∥x∥2)(f(x)− x) +Q(∥x∥2)P (x)∥ =

∥f(x)− (f(x)− x) +Q(∥x∥2)(P (x)− f(x) + x) + (Q(∥x∥2)− 1)(f(x)− x)∥ ≥
∥f(x)∥ − |Q(∥x∥2)|∥P (x)− (f(x)− x)∥ − |1−Q(∥x∥2)|∥f(x)− x∥

となる。∥P (x) − (f(x) − x)∥ < 1/4、∥f(x)∥ = 1、|Q(∥x∥2)| ≤ 1 であり、∥x∥ ∈ [0, δ] ならば 3/4 ≤
Q(∥x∥2) ≤ 1なので 0 ≤ 1−Q(∥x∥2) ≤ 1/4である。よって

∥v(x)∥ ≥ ∥f(x)∥ − |Q(∥x∥2)|∥P (x)− (f(x)− x)∥ − |1−Q(∥x∥2)|∥f(x)− x∥ ≥ 1− 1

4
− 2

4
=

1

4

つまり ∥v(x)∥ ≥ 1/4

一方、∥x∥ ∈ [δ, 1]ならば

∥v(x)∥ = ∥x+Q(∥x∥2)P (x)∥ = ∥x+Q(∥x∥2)P (x) +Q(∥x∥2)(f(x)− x)−Q(∥x∥2)(f(x)− x)∥
≥ ∥x+Q(∥x∥2)(P (x)− (f(x)− x)) +Q(∥x∥2)(f(x)− x)∥

≥ ∥x∥ − |Q(∥x∥2)|(∥P (x)− (f(x)− x)∥+ ∥f(x)− x∥)
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となる。|Q(∥x∥2)| ≤ 1、∥P (x) − (f(x) − x)∥ ≤ 1/4であり ∥x∥ ∈ [δ, 1]なので ∥f(x) − x∥ ≤ 1/4である。

よって

∥v(x)∥ ≥ ∥x∥ − |Q(∥x∥2)|(∥P (x)− (f(x)− x)∥+ ∥f(x)− x∥)

≥ δ − (
1

4
+

1

4
) ≥ 3

4
− 2

4
=

1

4

つまり ∥v(x)∥ ≥ 1/4である。以上のことから x ∈ Bn ならば ∥v(x)∥ ̸= 0であるから g : Bn → Sn−1 を

g(x) =
v(x)

∥v(x)∥

と定義でき、これは Bn 上で滑らかである。x ∈ Sn−1 ならば Q(∥x∥2) = Q(1) = 0なので v(x) = x、つまり

g(x) = xとなり g : Bn → Sn−1 は求めるものになる。

定理 4. 滑らかな関数 f : Bn → Sn−1 で f |Sn−1 = 1Sn−1 となるものは存在しない。

証明. そのような関数が存在したとして矛盾を導く。g(x) = f(x)− xと置く。

F (x, t) = x+ tg(x) = x+ t(f(x)− x) = (1− t)x+ tf(x)

という連続関数を考えるとこれは Sn−1 を固定する、1Bn と f をの間のホモトピーである。この F (x, t)は x

と f(x)を結ぶ直線の内分点である。さて Bn はコンパクトで g はなめらかなので g(x) = f(x)− xは特にリ

プシッツである。g のリプシッツ性を担保する定数を L > 0とすると、F (x, t) = F (y, t)を仮定したときに

x− y = t(g(y)− g(x))なので

∥x− y∥ ≤ t∥g(y)− g(x)∥ ≤ tL∥x− y∥

となる。よって 0 ≤ t < L−1 ならば Ft(x)は単射である。さて F (x, t)の xについてのヤコビ行列を考えると

Jx(Ft(x)) = En + tJx(g(x))

となる。det は連続関数なので t0 を十分小さくとれば t ∈ [0, t0] のとき det Jx(F (x, t)) > 0 が成立する。

t0 < L−1 と取っておく。さていまから t ∈ [0, t0]のとき F (x, t)が xについて全単射になっていることを証明

しよう。U を Bn の内点、つまり
U = {x ∈ Rn | ∥x∥ < 1}

とする。逆関数定理から Ft(U) は Rn の開集合である。さていま a ̸∈ Ft(U) となる Bn の点を任意に取る。

これの逆像の存在が言えればよい。b ∈ Ft(U)となる Bn の点を適当に取る。すると Ft(U) ⊂ Bn から aと b

を結ぶ線分 [a, b]は Bn の中に入っており、[a, b]が連結であることから [a, b]∩Bdry(Ft(U)) ̸= Øである。こ

の集合の中から cを取る。Ft(B
n)はコンパクトで、特に閉集合であるから

Bdry(Ft(U)) ⊂ CL(Ft(U)) ⊂ Ft(B
n)

となるので c = Ft(x) となる x ∈ Bn が存在する。c ̸∈ Ft(U) であるから x ∈ Sn−1 となる。ゆえに Ft が

Sn−1 を動かさないことから c = Ft(x) = xとなる。つまり c ∈ Sn−1 が分かる。Ft(U)が Rn の開集合であ

るから Bdry(Ft(U)) ∩ Ft(U) = ∅なので、特に c ̸= bである。そして c ∈ [a, b]と c ∈ Sn−1 から a = cがわ

かり、結局 a = Ft(x)がわかるので Ft は全射である。そして

I(t) =

∫
Bn

det(F (x, t))dx1dx2 · · · dxn
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と定義すると、Ft(B
n) = Bn と変数変換公式から t ∈ [0, t0] のとき I(t) = Ln(Bn) > 0 である。ところで

I(t)は tの多項式であり、しかも I(t)は [0, t0]上で定数なので、[0, 1]上で定数である。つまり t ∈ [0, 1]上で

(2) I(t) = L(Bn) > 0

となる。しかしながら F1(x) = f(x) ∈ Sn−1 から

⟨f, f⟩ = 1

が分かるので

⟨ ∂f
∂xi

, f⟩ = 0

である。つまり f(x)は Jx(f)(x)の転置行列の固有値が 0の固有ベクトルになっている。0を固有値にもつ行

列の行列式は 0なので
det(Jx(f)(x)) = 0

つまり I(1) = 0となるがこれは (2)に矛盾する。
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