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定義 1. 距離空間 (X, d)の部分集合 S が

∀a, b ∈ S a ̸= b =⇒ d(a, b) ≥ ε

を充たすとき S を ε-separated setであるという。ただし ε > 0とする。

命題 2. (X, d)の非空な部分集合 Aと ε > 0について、Aの部分集合でかつ ε-separated setになっているも

ので、包含関係について極大になるものが存在する。

証明.
M = {S ⊂ A | S は ε-separated set}

と置くとM ̸= Øでこれは包含関係で Zornian ordered set*1になっているので Zornの補題を適用すればよ

い。

定理 3. 距離空間において c.c.c.と可分性は同値である。

証明. 可分性から c.c.c.が導かれるのは一般論である。逆を示そう。

任意の n ∈ Nについて An を (X, d)の極大な 2−n-separated setとしよう。このとき

{B(a, 2−n−1) | a ∈ An}

は互いに交わらない開集合なので c.c.c.から An は高々可算であることが分かる。Q =
∪
n∈N

An と定義すると

Qは可算集合である。今任意に x ∈ X を与えると、任意の n ∈ Nについて An の極大性から d(x, a) < 2−n

となる a ∈ An が存在する。このことから Qが X で稠密であることが分かるので (X, d)は可分である。

*1 Zornの補題の仮定を充たす順序集合のことを Zornian ordered setとここでは呼ぶことにする。
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