
局所凸空間とセミノルムと LF空間

一色三良 (concious77)

2016年 12月 23日

定義 1 (セミノルム). 線形空間X からRへの写像 p : X → Rがセミノルムであるとは任意の x, y ∈ X, a ∈ R
に対して

p(x) ≥ 0(1)

p(ax) = |a|p(x)(2)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)(3)

を充たすこと。

注意. ノルムとの違いは非退化性 p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0が仮定されてないというところである。セミノルム

は退化していても構わないのである。また簡単にわかるように p, q を X 上のセミノルムとし、αβ ∈ [0,+∞)

とすると
αp+ βq

もセミノルムとなる。証明は容易であろう。

定義 2 (セミノルム空間). 線形空間 X とその上のセミノルムの族 S の組 (X,S)をセミノルム空間という。

注意. ノルム空間はそのノルムを ∥ • ∥として S = {∥ • ∥}とした時のセミノルム空間である。

定義 3 (セミノルム空間の位相). セミノルム空間 (X.S)のセミノルム p ∈ S について

U(p; a, ε) = {x | p(x− a) < ε}

と定義する。このとき X の部分集合族

S = {U(p; a, ε) | p ∈ S, a ∈ X, ε > 0}

を準開基とする位相が定まる。この位相をセミノルム族 S から定まる位相という。

注意. 一般に Sは開基になり得ない。例えば R2 に２つのセミノルム

p((x, y)) = |x|, q((x, y)) = |y|

を与えたときを考えればよい。

定義 4 (両立するセミノルム). 線形空間 X 上の２つセミノルムの族 S, T が両立するとは S の定める位相と
T の定める位相とが一致するときに言う。

S が開基になる簡単な十分条件を与えよう。
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命題 5. セミノルム空間 (X,S)に於いて S が和と非負のスカラー倍で閉じているとき、つまり

∀α, β ∈ [0,+∞) ∀p, q ∈ S αp+ βq ∈ S

が成り立つとき先に定義した Sは開基になる。

証明. c ∈ U(p; a, ε) ∩ U(q; b, δ)を任意に取る。つまりこの cは

p(c− a) < ε, q(c− b) < δ

を充たす。そして α = ε− p(c− a) > 0, β = δ − q(c− b) > 0と置くと y ∈ U(c; p, α)ならば

p(y − a) = p(y − c+ c− a) ≤ p(y − c) + p(c− a) < α+ p(c− a) = ε− p(c− a) + p(c− a) = ε

なので y ∈ U(a; p, ε)がわかる。つまり

U(c; p, α) ⊂ U(p; a, ε)

同様に
U(c; q, β) ⊂ U(q; b, δ)

がわかる。c ∈ U(c; p, α), c ∈ U(c; q, β) となので結局

c ∈ U(c; p, α) ∩ U(c; q, β) ⊂ U(p; a, ε) ∩ U(q; b, δ)

が得られる。さてセミノルム r を
r =

p

α
+

q

β

と置く。この時セミノルムが非負であることから
p

α
≤ r,

q

β
≤ r が成り立つことに注意せよ。そして

c ∈ U(c; r, 1)であり、
p

α
≤ r,

q

β
≤ r から y ∈ U(c; r, 1)ならば

p

α
(y − c) < 1,

q

β
(y − c) < 1

となり結局 y ∈ U(c; p, α), y ∈ U(c; q, β)なので最終的に

c ∈ U(c; r, 1) ⊂ U(c; p, α) ∩ U(c; q, β) ⊂ U(p; a, ε) ∩ U(q; b, δ)

を得る。よって Sは開基になる。

系 6. 線形空間 X に於いてその上のセミノルムの族 S と S から誘導されるセミノルムの族

< S >= {
n∑

i=1

aipi | ai ∈ [0,+∞) pi ∈ S}

及び
[S] = {p | S ∪ {p}と S は両立する }

は両立する。そして < S >, [S]は非負実数によるスカラー倍と和で閉じている。[S]は S と両立する最大の
セミノルム族である。明らかに

S ⊂< S >⊂ [S]

が成り立つ。
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証明. 上の命題から明らか。

以下セミノルム空間を考えるときには S は非負の実数のスカラー倍と和で閉じてるとしてもよい。このと
き命題 5から S から誘導される準開基 Sは開基になっている。必要なら S を < S >や [S]で置き換えても
良い。そのようにしても位相を主とする場合には上の議論から一般性を失わない。

補題 7 (線型形式の連続性と原点での連続性). f : X → Y をセミノルム空間 (X,S), (Y, T )の間の線型写像

としよう。このとき以下は同値。

f は連続(1)

f は X のある１点 aで連続(2)

f は 0で連続(3)

証明のスケッチ. セミノルム空間の位相の定め方からセミノルム空間の間の写像 f が点 aで連続であるとは

∀ε > 0 ∀q ∈ T ∃p ∈ S ∃δ > 0 x ∈ U(a; p, δ) =⇒ f(x) ∈ U(f(a); q, ε)

が成り立つことである。そして
a+ E = {a+ x | x ∈ E}

とするときに
a+ U(c; p, η) = U(a+ c; p, η)

が成り立つ。これらのことと f が線型写像であることから３つの命題の同値性はすぐに分かる。

注意. 線形空間が別にセミノルムを備えて無くても位相線型空間ならこの命題は成り立つ。更に位相群の上で

もこの類の命題は成り立つであろう。

定義 8 (線型形式). 線形空間 X 上の線型形式とは線型写像 X → Rのこと

定理 9. 線型形式 f がセミノルム空間 (X,S)上で連続であるための必要十分条件は (X,S)のセミノルム qが

存在して
∀x ∈ X |f(x)| ≤ q(x)

が成り立つことである。

証明. (X,S)のセミノルム q が存在して

∀x ∈ X |f(x)| ≤ q(x)

が成り立つとき、f が連続なのは明らかである。次は逆に f が連続であるとしよう。f は X の原点 0で連続

なので Sが開基を成すことから

∀ε > 0 ∃p ∈ S ∃δ > 0 x ∈ U(0; p, δ) =⇒ |f(x)| < ε

が成り立つ。ε = 1すると、あるセミノルム p ∈ S と δ > 0が存在して

x ∈ U(0; p, δ) =⇒ |f(x)| < 1

が成り立つ。このようなセミノルムと δ を固定しておく。さて今 p(x) ̸= 0とすると

p

(
δ

2

x

p(x)

)
=

δ

2
p

(
x

p(x)

)
=

δ

2

p(x)

p(x)
=

δ

2
< δ
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より
δ

2

x

p(x)
∈ U(0; p, δ)

が成り立つので

|f
(
δ

2

x

p(x)

)
| < 1

を得る。つまり

|f(x)| ≤ 2

δ
p(x)

となる。まとめると q =
2

δ
p(x) と置いたときに

p(x) ̸= 0 =⇒ |f(x)| ≤ q(x)

となることが分かったのである。次に p(x) = 0とすると任意の n ∈ Nについて

p(nx) = 0

が成り立つので
nx ∈ U(0; p, δ)

よって
|f(nx)| < 1

となり、結局

|f(x)| < 1

n

を得る。n ∈ Nは任意だったので f(x) = 0となる。以上から

p(x) = 0 =⇒ |f(x)| = 0

がわかる。ここで q =
2

δ
p(x)から

p(x) = 0 =⇒ q(x) = 0

でもあるから
p(x) = 0 =⇒ |f(x)| = 0 = q(x)

である。いづれにせよ
|f(x)| ≤ q(x)

が成り立つ。

上の定理はしばしば次の形を取る。

定理 10. 線型形式 f がセミノルム空間 (X,S)上で連続であるための必要十分条件は (X,S)のセミノルム q

が存在して
∃M > 0 ∀x ∈ X |f(x)| ≤ Mq(x)

が成り立つことである。

これはただ単にMq をそのまま書くか、Mq をセミノルムとしてひとまとめにして改めて q と書くかの違

いである。
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