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この文章では半連続関数が Rに標準的な位相でない位相を入れた時の連続関数とみなせることを紹介する。
その後色々見逃せないおまけを付ける。まず実連続関数の半連続性について思い出そう。

定義 1 (上半連続、下半連続). 位相空間 (X,O)に対しその閉集合族を Fと書こう。このとき写像

f : X → R

が上半連続とは
∀ u ∈ R f−1([u,+∞)) ∈ F

を充たすこと。同じことだが
∀ u ∈ R f−1((−∞, u)) ∈ O

が成り立つと言っても良い。また、f が下半連続とは

∀ l ∈ R f−1((−∞, l]) ∈ F

を充たすこと。同じことだが
∀ l ∈ R f−1((l,+∞)) ∈ O

が成り立つと入っても良い。

注意. 上半連続関数のコドメインを [−∞,+∞)下半連続関数のコドメインを (−∞,+∞]とする流儀もある。

おそらく上半連速関数の族 {fn}n ∈ Nについて infn fn が再び上半連続、下半連続関数の族 {fn}n ∈ Nにつ
いて supn fn が再び下半連続になることを見越してのことだろう。（このようにすると上限と下限が何の付加

条件もなしに存在すると言える）しかし、この文章ではこの定理を述べないし、利用もしないのでコドメイン

を Rとした。些末な違いである。

定義 2 (上半連続位相、下半連続位相). Rに次のように２つの部分集合族を定義する。

U = {(−∞, u) | u ∈ R}

L = {(l,+∞) | l ∈ R}

このとき、U,L はそれぞれ開集合系の公理を充たし R 上にそれぞれ位相を定義する。(R,U) を R の上半連
続位相、(R,L) を R の下半連続位相と呼ぶ。U は U のフラクトゥールで L は L のフラクトゥールである。

（Upperと Lower）

この様に定義すれば確かに上半連続関数 f : X → Rとは連続写像 f : (X,O) → (R,U)のことであり、下
半連続関数 f : X → Rとは連続写像 f : (X,O) → (R,L)のことである。
さて以下おまけである。上、下半連続位相のコンパクト集合の性質を調べよう。
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命題 3. 上半連続位相 (R,U)のコンパクト集合は必ず最大値を持つ。双対的に下半連続位相 (R,L)のコンパ
クト集合は必ず最小値を持つ。

証明. 上半連続位相についてのみ証明する。K を (R,U)のコンパクト部分集合とする。K が上に有界である

ことを見よう。何となれば
R =

∪
n∈N

(−∞, n)

で (−∞, n) ⊂ (−∞, n+ 1)なのでK のコンパクト性を用いれば

∃m ∈ NK ⊂ (−∞,m)

となり、(−∞,m)が上に有界なので K も上に有界である。以上から supK が確かに存在する。この supK

が K に属する事を見よう。a = supK 置く。もし a ̸∈ K ならば ∀x ∈ K x < a で上限の性質から

x ∈ K =⇒ ∃y ∈ K x < y < aなので
K ⊂

∪
x∈K

(−∞, x)

であるが、K のコンパクト性から有限個の K の元 x1x2·, xn が選べて K を (−∞, xi)で被覆できてしまうが

Xi の最大値を bと置くと (−∞, xi)という形の集合の単調性から

K ⊂ (−∞, b)

だが、b ̸∈ (−∞, b)で b ∈ K なので矛盾する。よって a = supK ∈ K でK は最大値を持つ。

系 4. コンパクト空間上の実上半連続関数は最大値を持つ。双対的にコンパクト空間上の実下半連続関数は最

小値を持つ。

命題 5 (１点での半連続性). 定義の言い換え

命題 6. 距離空間上の半連続

定理 7. 距離空間上の下半連続関数は連続関数列の上限として書ける。
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