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パラコンパクト性はいろいろな特徴付けが知られているが、この文書の目的はそれらの特徴付けの正規被覆

への相対化である定理 1の証明である。パラコンパクトハウスドルフ空間はその任意の開被覆が正規被覆にな

るような空間であることに注意せよ。

定理 1 (Stone-Michael-Morita). 位相空間 X の開被覆 U について以下は同値

(1) U は正規被覆
(2) X から距離空間 Y への写像 f と Y の開被覆 V が存在し、f−1(V) ≺ U
(3) U は局所有限な正規被覆開細分を持つ
(4) U は局所有限かつ σ 疎な正規被覆開細分を持つ

(5) 連続写像の族 {fλ : X → [0, 1]}λ∈Λ が存在し Hλ = {x |fλ(x) > 0}とし H = {Hλ}λ∈Λ としたとき、

Hは局所有限でH ≺ U。つまり局所有限なコゼロ被覆で細分されるということ。
(6) U に弱く従属する局所有限な単位の分割が存在する。
(7) U に強く従属する局所有限な単位の分割が存在する。
(8) U に弱く従属する単位の分割が存在する。
(9) U に強く従属する単位の分割が存在する。
(10) X の正規被覆 Aが存在して各 S ∈ Aについて {U ∩ S | U ∈ U}は部分空間 S の正規被覆となる。

1 正規被覆

定義 2 (星型集合). 集合 X とその部分集合族 A、及び S ⊂ X について

St(S,A) =
∪

{A | A ∈ A, S ∩A ̸= Ø}

を Aによる S を中心とする星型集合という。

定義 3 (∗と ∆). X の被覆 U について U∗ を

U∗ = { St(S,U) | S ∈ U}

と定義し、そして U∆ を
U∆ = { St(x,U) | x ∈ X}

と定義する。
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定義 4 (細分). A,B を集合 X の部分集合の族とする。このとき Aが B の細分であるとは

∀B ∈ B ∃A ∈ A A ⊂ B

となることである。

Aが B の細分であるとき
A ≺ B

と書くことにしよう。

定義 5 (星型細分、∆細分). 集合 X の部分集合族 A,B について Aが B の星型細分であるとは

A∗ ≺ B

となることである。

また、集合 X の部分集合族 A,B について Aが B の∆細分、又は重心細分であるとは

A∆ ≺ B

補題 6. A ⊂ B,U ≺ V ならば
St(A,U) ⊂ St(B,V)

証明. まず St(A,U) ⊂ St(B,U)は明らかである。次に St(B,U) ⊂ St(B,V)を示そうとするのだが、細分
なので明らかである。よって証明は終わる。

補題 7. X の被覆 A,B について
A∆ ≺ B =⇒ A ≺ B

証明. 自明

補題 8. X の被覆 A,B について
A∗ ≺ B =⇒ A∆ ≺ B

証明. 補題 6から分かる。

補題 9. X の被覆 A,B, C
A∆ ≺ B,B∆ ≺ C =⇒ A∗ ≺ C

証明. A ∈ Aを任意に与える。a ∈ Aを適当に取る。V ∈ A, A ∩ V ̸= Øとすると A∆ ≺ B よりある B ∈ B
が存在し、A ∪ V ⊂ B となる。このとき a ∈ B でもある。よってこれから

St(A,A) ⊂ St(a,B)

そして B∆ ≺ C なので A∗ ≺ C となることはすぐ分かる。

補題 10. X の部分集合 S と X の被覆 A,B について A∗ ≺ B のとき

St( St(S,A),A) ⊂ St(S,B)

が成り立つ。

証明. 明らか
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定義 11 (正規列、正規被覆). X の開被覆の列 {Un}n∈Z≥0
が正規列であるとは任意の nについて

U∆
n+1 ≺ Un

となること。

また、開被覆 V が正規被覆であるとは正規列 {Un}n∈Z≥0
が存在して

U0 ≺ V

となること。

補題 12. X の被覆 V が正規被覆であることと、被覆の列 {Un}n∈Z≥0
が存在して

U∗
n+1 ≺ Un, U0 ≺ V

を充たすことは同値である。

証明. 補題 8,9からすぐに分かる。

補題 13. 位相空間 X の開被覆 U と集合 Aと開集合 U について

St(A,U) ⊂ U

が成り立つならば CL(A) ⊂ U となる。

証明. a ∈ CL(A) を任意に与えると U が被覆であることから V ∈ A, a ∈ V となる V が存在するが、a は

A の触点なので V ∩ A ̸= Ø である。よって V ⊂ St(A,U) ⊂ U である。故に a ∈ U である。以上から

CL(A) ⊂ U が分かる。

定理 14 (Stone). 位相空間 X の正規被覆には局所有限な開細分被覆が存在する。

証明. U を正規被覆とした時、補題 12より星型細分の列が存在するが、適当に番号を付け替えることによっ

て開被覆 V と開被覆列 {An}n∈Z≥0
が存在して

A0 ≺ V, V∗ ≺ U

でかつ
A∗

n+1 ≺ An

を充たす。

そして帰納的に

B1 = A1, B2 = { St(V,A1) | V ∈ B1}, . . . ,Bn = { St(V,An) | V ∈ Bn−1}, . . .

と置く。この時各 n ∈ Z+ について { St(V,An) | V ∈ Bn} は A0 の細分である。このことを帰納法によっ

て証明しよう。まず n = 1 の時は明らかである。次に n = k までは成り立っているとして n = k + 1 の

とき、V ∈ Bk+1 を与え U = St(V,Ak+1) を考える。この時 V は Bk+1 の作り方から S ∈ Bk を用いて

V = St(S,Ak+1)と表される。そして A∗
k+1 ≺ Ak なので

U = St(V,Ak+1) = St( St(S,Ak+1),Ak+1) ⊂ St(S,Ak)
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なので帰納法の仮定から k + 1の場合も成り立つ。

以上のことから特に各 Bn は A0 の細分である。

次に X を整列させてその順序を <とする。そして (n, x) ∈ Z+ ×X について

Cn(x) = St(x,Bn) \
∪
y<x

St(y,Bn+1)

と定義する。この時 C = {Cn(x) | n ∈ Z+, x ∈ X}は X の被覆となる。実際 p ∈ X について

P = {z ∈ X | p ∈
∪

n∈Z+

St(z,Bn)}

とを考えると p ∈ P なので P は空では無いので最小限 y が存在する。y についてある n が存在して

p ∈ St(y,Bn)となる。このような nについて p ∈ Cn(y)となる。よって C は被覆となる。
次の主張が成り立つ。

主張 (a). n ∈ Z+ を固定したとき、U ∈ An+1 は {Cn(x) | x ∈ X}の高々１個の元としか交わらない

[主張 (a)の証明]

いま、U ∩ Cn(x) ̸= Øとしよう。すると x ∈ V となる V ∈ Bn が存在して U ∩ V ̸= Øよって

x ∈ U ∪ V ⊂ St(V,An+1) ∈ Bn+1

故に U ⊂ St(x,Bn+1)よって Cn(x)の作り方から xを U ∩Cn(x) ̸= Øとなる最小の元とすれば U は Cn(x)

以外の {Cn(x) | x ∈ X}の元と交わらない。
[主張 (a)の証明終わり]

また、Cn(x) ⊂ St(x,Bn)であり、Bn ≺ A0 でかつ A∗
0 ≺ V なので C ≺ V である。*1

さて (n, x) ∈ Z+ ×X について

Dn(x) = St(Cn(x),An+3), En(x) = St(Cn(x),An+2)

と定義し、
D = {Dn(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}, E = {En(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}

と定義する。

このとき

St(Dn(x),Au+3) = St( St(Cn(x),An+3),An+3) ⊂ St(Cn(x), An+2) = En(x)

が成り立つので補題 13から CL(Dn(x)) ⊂ En(x)である。

ここで次の主張が成り立つ。

主張 (b). n ∈ Z+ を固定すると U ∈ An+2 は {En(x) | x ∈ X} の高々１個の元とし交わらない。特に
{En(x) | x ∈ X}は疎である。

*1 証明が終わったあと詳しく説明する
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[主張 (b)の証明]

U ∩ En(x) ̸= Ø とすると En(x) の定義から V ∩ Cn(x) ̸= Ø, U ∩ V ̸= Ø となる V ∈ An+2 が存在す

るが、U∗
n+2 ≺ Un+1 なので U ∪ V ⊂ O となる O ∈ An+1 が存在し、主張 (a) から O は Cn(x) 以外の

{Cn(x) | x ∈ X}の元と交わらないので、U は {En(x) | x ∈ X}の高々１個の元としか交わらない。
[主張 (b)の証明終わり]

また、Dn(x) ⊂ En(x)なので主張 (b)から nを固定すると {Dn(x) | x ∈ X}は疎である。よって

Fn =
∪
x∈X

CL(En(x))

は閉集合である。

そして C ≺ V, An ≺ V で V∗ ≺ U なので E ≺ U である。*2

以上を元に (n, x) ∈ Z+ ×X について

Wn(x) = En(x) \
∪
i<n

Fi

と定義する。W = {Wn(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}が U の局所有限な開細分被覆であることを示そう。
まず E ≺ U であり、Wn(x) ⊂ En(x)なのでW ≺ U である。
次にW が被覆であることを示そう。p ∈ X を任意に与える。

∃x ∈ X p ∈ CL(Dn(x))

を成り立たせる最小の nをmとすると y ∈ X が存在して p ∈ CL(Dm(y))となり、mの最小性から

p ̸∈ F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fm−1 で、かつ p ∈ Em(y)となる。よって p ∈ Wm(y)なのでW は X の被覆となる。

最後にW の局所有限性を示そう。p ∈ X を任意に与える。すると p ∈ Ci(y) となる Ci(y) ∈ C が存在す
る。このとき

St(p,Ai+3) ⊂ Di(y)

なので St(p,Ai+3) ⊂ Fi よって k > iならば St(p,Ai+3)はWk(x) (x ∈ X)と交わらない。

そして k < i の時には A∗
i ≺ Ak であり、特に A∆

k ≺ Ai なので St(p,Ai+3) ⊂ Vk となる Vk ∈ Ak が存

在する。以上と主張 (b)を踏まえると p ∈ N となる N ∈ Ai+3 を適当に取れば、N ⊂ Vk なので N はW の

高々 i個の元としか交わらない。

これで証明が終わった。

注意 (証明の中で後で説明すると言った箇所).

[Cn(x) ⊂ St(x,Bn)であり、Bn ≺ A0 で A∗
0 ≺ V なので C ≺ V である。]の説明：x ∈ M となるM ∈ A0

を取ると補題 6から
Cn(x) ⊂ St(x,Bn) ⊂ St(M,An) ∈ A∗

0

A∗
0 ≺ V なので St(M,An) ⊂ Oとなる O ∈ V が存在するので結局

Cn(x) ⊂ O

となる O ∈ V が存在することになる。よって C ≺ V

*2 証明が終わった後詳しく説明する。
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[C ≺ V, An ≺ V で V∗ ≺ U なので E ≺ U である。]の説明：En(x) = St(Cn(x),An+2)である。C ≺ V
から Cn(x) ⊂ V となる V ∈ V が存在する。これと An+2 ≺ V と補題 6から

En(x) = St(Cn(x),An+2) ⊂ St(V,V) ∈ V∗

である。また、V∗ ≺ U なので St(V,V) ⊂ O となる O ∈ U が存在するので結局

En(x) ⊂ O

となる O ∈ U が存在することになる。よって E ≺ U

2 距離空間のパラコンパクト性

明らかにコンパクト空間はパラコンパクトである。さらにパラコンパクトである空間の重要な例として距離

空間がパラコンパクトであることを示そう。以下の定理の証明の中では 0 ̸∈ Nとし、B(x, r)で擬距離空間の

xを中心とする r 開球を表すとする。

定理 15 (Stone の定理). 擬距離空間の任意の開被覆に対し局所有限でかつ σ 疎であるような開細分が存在す

る。特に擬距離空間はパラコンパクトである。*3

証明. M.E.Rudinによる簡潔な証明 [?]を引用しよう。

X を考えている擬距離空間として {Cα}α∈A を X の開被覆とする。ただし添字 Aは整列されているものと

する。整列可能定理を用いればこのように仮定しても一般性を失わない。そして自然数 n ∈ Nに対して開集
合の族 Un = {Dα,n}α∈A を nについて帰納的に構成する。今、nより小さい自然数については構成が終わっ

ているとして Iα,n ⊂ X を次の３つの条件を充たす X の点 x全体の集合として定義する。

α = min{β | x ∈ Cβ}(1)

∀j < n x ̸∈
∪
β∈A

Dβ,j(2)

B(x, 3 · 2−n) ⊂ Cα(3)

そして
Dα,n =

∪
x∈Iα,n

B(x, 2−n)

と定義する。こうして
Un = {Dα,n}α∈A

が定義される。n = 1のときでも (2)が空な条件となるだけで、Iα,1 が構成され U1 がきちんと定義される。

以上により帰納的に開集合の族の列
U1,U2, · · · ,Un, · · ·

が構成される。そして
U = {Dα,n}(α,n)∈A×N

と置く。明らかに Dα,n ⊂ Cα なので U が {Cα}α∈A の細分になってる事はすぐにわかる。

*3 擬距離とは非退化性 d(x, y) = 0 =⇒ x = y を仮定しない距離のことである。
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U がX の被覆となることを見よう。x ∈ X について x ∈ Cα となる最小の αが存在する。そして n ∈ Nを
十分大きく取れば B(x, 3 · s−n) ⊂ Cα となる。この nについてもし

∃j < n x ∈
∪
β∈A

Dβ,j

ならばもちろん x ∈
∪

U である。一方
∀j < n x ̸∈

∪
β∈A

Dβ,j

ならば x ∈ Iα,n となるので x ∈ B(x, 2−n) ⊂ Dα,n つまり x ∈
∪
U となる。いづれにせよ x ∈

∪
U なので

X =
∪

U

となり、U が X の開被覆であることがわかる。

U が局所有限である事を見よう。x ∈ X を任意に与えると U が被覆なので x ∈ Dα,n となる Dα,n ∈ U が
存在し、j ∈ Nを十分大きく取れば

B(x, 2−j) ⊂ Dα,n

となる。このとき次が成り立つ

(a) : i ≥ n+ j ならば任意のβ ∈ Aについて B(x, 2−n−j)は Dβ,iと交わらない。

(b) : i < n+ j ならば Dβ,iが B(x, 2−n−j)と交わるようなβ ∈ Aは高々一個しか存在しない。

この (a), (b)から U の局所有限性はすぐに従う。またこの (a), (b)から Uα,n が疎であることもわかる。これ

らの証明をしよう。

(a) の証明：i ≥ n + j ならば特に i > n なので Iβ,i の定義の (2) から y ∈ Iβ,i ならば y ̸∈ Dα,n そして

B(x, 2−j) ⊂ Dα,n から y ̸∈ B(x, 2−j)なので

d(x, y) ≥ 2−j

が成立する。いまここで (a)が成立しない、つまり B(x, 2−n−j)が Dβ,i と交わると仮定すると

Di,β =
∪

y∈Ii,β

B(y, 2−i)

よりある y ∈ Ii,β について z ∈ B(x, 2−n−j)∩B(y, 2−i)が存在するが、i ≥ n+ j ≥ n+1及び n+ j ≥ j+1

から 2−i ≤ 2−j−1 と 2−n−j ≤ 2−j−1 となるので

2−j ≤ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2−n−j + 2−i ≤ 2−j−1 + 2−j−1 = 2−j

がわかり 2−j < 2−j となるから矛盾。よって (a)が成立する。[(a)の証明終わり]

(b)の証明：まず β ̸= γ, p ∈ Dβ,i, q ∈ Dγ,i ならば 2−n−j+1 < d(p, q)が成立することを示そう。β < γ と

仮定しても一般性を失わない。Dの定義から

p ∈ B(y, 2−i), q ∈ B(z, 2−i)

となる y ∈ Iβ,i, z ∈ Iγ,i が存在する。さて β < γ より Iγ,i の定義の (1)から z ̸∈ Cβ が成り立ち、Dβ,i ⊂ Cβ

から
z ̸∈ Dβ,i
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となる。よって Iβ,i の定義の (3)から B(y, 3 · 2−i) ⊂ Dβi なので、上と合わせて z ̸∈ B(y, 3 · 2−i)であるから

3 · 2−i ≤ d(y, z)

を得る。これと三角不等式から

3 · 2−i ≤ d(y, z) ≤ d(y, p) + d(p, q) + d(q, z) < 2−i + d(p, q) + 2−i = 2 · 2−i + d(p, q)

なので結局
2−i < d(p, q)

そして i < n+ j から i ≤ n+ j − 1なので 2−i ≥ 2−n−j+1 となり

2−n−j+1 < d(p, q)

が成り立つ。さてもし (b)が成り立たない、つまり B(x, 2−n−j)が Dβ,i, Dγ,i(β ̸= γ)の二つと交わるなら

p ∈ B(x, 2−n−j) ∩Dβ,i, q ∈ B(x, 2−n−j) ∩Dγ,i となる p, q が存在するが

d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) < 2−n−j + 2−n−j = 2−n−j+1

となるが 2−n−j+1 < d(p, q)なので矛盾する。よって (b)が成立する。[(b)の証明終わり]

以上で証明は完結した。

3 単位の分割

定義 16 (細分). A,Bを集合 X の部分集合の族とする。このとき AがBの細分であるとは

∀B ∈ B ∃A ∈ A A ⊂ B

となることである。

定義 17 (点有限族). 集合 X の部分集合の族 Aが点有限であるとは X の任意の点 xに対して x ∈ Aとなる

A ∈ Aが有限個しかないことである。

定義 18 (局所有限族). 位相空間 X に於いて X の部分集合の族 Aが局所有限であるとは X の各点 xについ

て xの近傍 N が存在して
N ∩A ̸= ∅となる A ∈ Aは有限個

を充たすことである。

定義 19 (開収縮). 位相空間 X の開被覆 U に対して {VU | U ∈ U}が開収縮であるとは {VU | U ∈ U}が X

の開被覆であって、任意の U ∈ U について

CL(VU ) ⊂ U

を充たすこと。

定義 20 (閉収縮). 位相空間X の開被覆 U に対して {FU | U ∈ U}が閉収縮であるとは {FU | U ∈ U}がX

の閉被覆であって、任意の U ∈ U について
FU ⊂ U

を充たすこと。
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定義 21 (Weak supportと Support). 関数 fX → [0, 1]の弱台 wspp(f)を

wspp(f) = {x ∈ X | f(x) > 0}

と定義する。

関数 fX → [0, 1]の台 supp(f)を

supp(f) = CL( supp(f)) = CL({x ∈ X | f(x) > 0})

以下様々な種類の単位の分割を定義する。

定義 22 (弱い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属する弱い単
位の分割であるとは {wsppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

を充たすこと

定義 23 (強い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属する強い単
位の分割であるとは { suppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

を充たすこと

定義 24 (点有限な弱い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属す
る弱い単位の分割であるとは {wsppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

{wsppfi}i∈I は点有限

を充たすこと

定義 25 (点有限な弱い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属す
強い単位の分割であるとは { suppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

{ suppfi}i∈I は点有限

を充たすこと

定義 26 (局所有限な弱い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属
する局所有限な弱い単位の分割であるとは {wsppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

{wsppfi}i∈I が局所有限

を充たすこと
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定義 27 (局所有限な強い単位の分割). 位相空間X 上の実数値連続関数の族 {fi}i∈I がX の開被覆 U に従属
する局所有限な強い単位の分割であるとは { suppfi}i∈I が U の細分であり∑

i∈I

fi = 1

{ suppfi}i∈I が局所有限

を充たすこと

補題 28. {fλ}λ∈Λ が弱い単位の分割とすると、任意の x ∈ X 及び任意の ε > 0に対して Λの有限集合 Aが

存在して ∑
λ∈A

fλ(x) > 1− ε

が成り立つ。このとき x ∈ {fb > ε}ならば b ∈ Aが成り立つ。

補題 29. {fλ}λ∈Λ が弱い単位の分割とし、任意の δ > 0について

V δ
a = {fa > δ}

と定義すると {V δ
λ }λ∈Λ は X で局所有限である。

証明. p ∈ X と δ について先の補題の有限集合 Aを取り

N = {
∑
λ∈A

fλ > 1− δ}

を考えると N ∩ V δ
a ̸= Øならば先の補題から a ∈ Aなので N は族の有限個の元としか交わらない。

補題 30. 弱い単位の分割 {fλ}λ∈Λ について

F = sup
λ∈Λ

fλ

は連続である。

証明. p ∈ X を与える。このときある a ∈ Λについて fa(p) > 0なので適当に fa(p) > δ となる δ > 0を取る

と {V δ
λ }λ∈Λ は先の補題から局所有限である。その局所有限性を担保する点 pにおける近傍を N とし、有限

集合 Aは
N ∩ V δ

λ ̸= Ø =⇒ λ ∈ A

となるものとする。このとき N 上で
F = max

a∈A
fa

なので F は N 上で連続である。よって F は X で連続である。

補題 31. 位相空間 X とその開被覆 U について以下は同値

U に従属する弱い単位の分割が存在する(4)

U に従属する局所有限な弱い単位の分割が存在する(5)
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証明. {fλ}λ∈Λ 先と同様に
F = sup

λ∈Λ
fλ

と置く。そして

gλ = max{fλ − 1

2
F, 0}

と定義する。このとき {wspp(gλ)}λ∈Λ は X の被覆となる。これが局所有限であることを示そう。p ∈ X を

与えると F (p) > 0なので
1

2
F (p) > ε

となる ε > 0が存在する。そして有限集合 Aで∑
λ∈A

fλ(p) > 1− ε

を充たすものとする。さて

N = {
∑
λ∈A

fλ > 1− ε} ∩ {1
2
F > ε}

と定義する。すると N は開集合で p ∈ N である。ところで

N ∩ wspp(gλ) ̸= Ø

とする。x ∈ N ∩ wspp(gλ)を取ると gλ(x) > 0なので fλ(x) >
1
2F (x) > εとなる。よって fλ(x) > εなの

で λ ∈ Aとなるから N ∩ wspp(gλ) ̸= Øとなる λは有限個しかない。よって {wspp(gλ)}λ∈Λ は局所有限で

ある。よって
G =

∑
λ∈Λ

gλ

が定義でき、これは連続である。さて
hλ =

gλ
G

と置けば wspp(hλ) = wspp(gλ) ⊂ wspp(fλ)なので確かに {hλ}λ∈Λ は U に従属する局所有限な弱い単位の
分割となる。
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