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定義 1. 位相空間 X の部分集合 S が局所閉であるとは S の点 x ∈ S について xの X における近傍 V が存
在して S ∩ V が V の中で閉集合となることである。

定理 2. 位相空間X に於いて Sが局所閉であることと、X の開集合OとX の閉集合 F が存在して S = O∩F
と表されることは同値である。

証明. まず最初に S が X の開集合 O と閉集合 F の共通部分であるときに S が局所閉であることは簡単にわ
かる。なぜなら x ∈ S について、Oは xのX における近傍になっており S ∩O = O ∩ F が Oの閉集合であ
ることは明らかだからである。以下では逆のことを示そう。
S の各点 x ∈ S について Vx を S の局所閉性によって存在が保証される、S ∩ Vx が Vx の閉集合となるよう
な xのX における開近傍とする。*1さて、S ∩Vx が Vx の閉集合であることから Vx \ (S ∩Vx) = Vx ∩ (X \S)
は Vx の開集合である。Vx は X の開集合なので Vx ∩ (X \ S)は X の開集合である。Ux = Vx ∩ (X \ S)と
置き、O =

∪
x∈S

Vx, U =
∪
x∈S

Ux とし、F = X \ U と置こう。ところで定義から S ∩ Ux = Ø であるから

S ∩ U = Øである。つまり S ⊂ F である。また定義から明らかに S ⊂ O である。よって

S ⊂ O ∩ F

が成立する。さて x ∈ O ∩ F とすると x ∈ O からある y ∈ S が存在して x ∈ Vy となる。また x ∈ F から
x ̸∈ U なので任意の z ∈ S について x ̸∈ Uz = Vz ∩ (X \ S)なので任意の z ∈ S について x ∈ (X \ Vz) ∪ S

である。ところで x ∈ Vy なので x ̸∈ (X \ Vy)であるから x ∈ S である。よって

O ∩ F ⊂ S

である。つまり S = O ∩ F であるから定理は示された。

命題 3. X をハウスドルフ空間として Y を X の部分空間で局所コンパクトであるとする。このとき Y は X

の中で局所閉である。

証明. Y は局所閉なので Y の任意の点 xについて xの Y におけるコンパクト近傍 N が存在する。さて Y は
X の部分空間なので xの X における近傍 V が存在して V ∩ Y = N となる。X がハウスドルフ空間である
ことから V もハウスドルフであり、コンパクト集合である N は V の中で閉集合なので結局 Y は局所閉であ
る。

*1 Vx を開集合としてもよいことは簡単にわかる。
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命題 4. X をハウスドルフ空間として Y を X の部分空間で局所コンパクトであり、X の中で稠密であると
する。このとき Y は X の中で開集合である。

証明. 定理 3 から Y は局所閉なので定理 2 から X の開集合 O と閉集合 F が存在して Y = O ∩ F となる。
さて F は閉集合で Y ⊂ F で Y は稠密なので F = X となる。つまり Y = O なので Y は開集合となる

系 5. 局所コンパクトハウスドルフ空間はその任意のコンパクト化の中で開集合である。
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