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この文書では集合 Aの集積点全体を Ad で表し、Aの孤立点全体を As で表す。CL(A) = As ∪ Ad が成り

立つことは位相空間論の初歩であろう。

この文書では実数の部分集合しか出てこないので集積点、孤立点の定義をその限られた状況下で改めて述べ

ておくと便利であろう。

A ⊂ R について、x ∈ R が A の集積点であるとは、任意の ε > 0 に対してある a ∈ A が存在して

a ∈ (x− ε, x+ ε)かつ a ̸= xを充たすことである。

また x ∈ Rが Aの孤立点であるとはある ε > 0が存在して (x− ε, x+ ε) ∩A = {x}を充たすこと。
定義から明らかに As ⊂ Aとなることに注意せよ。

また以下の文章では B(a, ε) = {x ∈ R | |a− x| < ε} = (a− ε, a+ ε)である。

補題 1. 実数 δ > 0について Aδ = {nδ | n ∈ Z}と定義する。このとき 0 < δ < εとなる εと任意の x ∈ R
に対して

B(x, ε) ∩Aδ ̸= Ø

が成立する。

証明. まず
R =

∪
n∈Z

[nδ, (n+ 1)δ]

が成り立つことに注意しよう（なぜ成り立つか？）。このとき x ∈ [kδ, (k + 1)δ]となる k ∈ Zが存在する。そ
してこのとき

0 ≤ x− kδ ≤ (k + 1)δ − kδ = δ < ε

なので kδ ∈ B(x, ε)である。kδ ∈ Aδ なので

B(x, ε) ∩Aδ ̸= Ø

がわかる。

補題 2. Rの部分群 Gについて Gd ̸= Øならば 0 ∈ Gd である。

証明. a ∈ Gd とすると任意の ε > 0に対して s, t ∈ Gが存在して s ̸= tかつ |a − s| < ε
2 , |a − t| < ε

2 を充

たす。

するとGが加法群であることから s− t ∈ Gであり s− t ̸= 0及び |(s− t)− 0| = |s− t| < εとなる。ε > 0

は任意であったので 0は Gの集積点であることが分かる。
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命題 3. Rの部分群 Gについて Gd ̸= Øならば Gは Rで稠密である。

証明. 先の補題 2より 0 ∈ Gd であるから任意の ε > 0に対して δ ̸= 0かつ |δ − 0| < εとなる δ ∈ Gが存在

する。Gは Rの部分加法群なので適当に符合を変えて δ > 0としてもよい。すると 0 < δ < εである。

さて補題 1から Aδ = {nδ | n ∈ Z}とすると任意の x ∈ Rに対して

B(x, ε) ∩Aδ ̸= Ø

であるが、Gが加法群であることから Aδ ⊂ Gとなり、結局

B(x, ε) ∩G ̸= Ø

が成立し、ε > 0と x ∈ Rは任意であったから Gは Rで稠密であることが分かる。

命題 4. Rの部分群 Gについて Gd = Øならば、ある h ∈ Rを用いて G = hZと書ける。

証明. CL(G) = Gs ∪Gd であるが、今 Gd = Øであり、Gs ⊂ Gなので CL(G) = Gとなる。つまり Gは R
の閉部分群となる。

Gの点はすべて孤立点なので十分小さい ε > 0をとれば

B(0.ε) ∩G = {0}

である。

case1:[ε,∞) ∩G = Øのとき; このとき G = {0} = 0Zである。(なぜか？)

case 2;[ε,∞) ∩G ̸= Øのとき; このとき実数の公理から

h := inf[ε,∞) ∩G

が存在するが、Gが閉であることから h ∈ Gとなる。以下 G = hZとなることを示そう。
x ∈ Gとし、x ̸= 0とする。適当に符合を変えて x > 0としても一般性を失わない。B(0.ε) ∩G = {0}な
ので

x ∈ [ε,∞) ∩G

である。つまり h ≤ xである。ここで n ∈ Zを hn ≤ xとなる最大の整数とする。(このような整数は確かに

存在する。なぜか？)すると x− hn ≥ 0であり

x− hn ∈ G

である。もしここで x−hn ̸= 0ならば x−hn ∈ [ε,∞)∩Gである。よって h ≤ x−hnつまり h(n+1) ≤ x

となるが、これは nの最大性に反する。従って x− hn = 0つまり x = hnである。x ∈ Gは任意であったの

で結局 G = hZが示された。

定理 5. Rの閉部分群は
R, hZ (h > 0), 0

の形のものしかない。

証明. Gを Rの閉部分群とする。
case1：Gd ̸= Øのとき； 命題 3より Gは Rの稠密集合となるが、Gは閉なので G = Rである。
case2：Gd = Øのとき；命題 4から Gは h ∈ Rを用いて G = hZと書ける。h = 0の場合が G = {0}で
あり、それ以外の場合には G = hZ (h > 0)と書けることは明らかである。
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系 6 (クロネッカーの稠密性定理). 無理数 d ∈ Rについて集合 {n+md | n,m ∈ Z}は Rで稠密である

証明. G = {n +md | n,m ∈ Z}と置くと Gは Rの部分群である。もし Gが稠密でないとしたら命題 3の

対偶から Gd = Øなので命題 4から G = hZ (h > 0)と書ける。1 ∈ Gなので ha = 1となる a ∈ Zが存在す
るので hは有理数である。しかし d ∈ Gであり、hb = dとなる b ∈ Zが存在するので hは無理数になる。こ

れは矛盾であるから Gは Rの稠密集合である。
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