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この文章ではある種の条件を満たす近傍の存在から分かる距離化可能定理を紹介していく。

1 本文
この文章では以下の定理を元に距離化可能定理の証明を進めていく。

事実 1 (Alexandroff-Urysohn-Tukey). T0 空間 X が距離化可能性であるためには、X の正規列 {Un}n∈N が
存在し、各 x ∈ X について {S(x,Un)}n∈N が xの基本近傍系になる事が必要十分である。

1.1 Frink’s Metrization Theorem

定理 2 (Frink). T0 空間 X が距離化可能であるための必要十分条件は各 x ∈ X に基本近傍系を成す xの近
傍からなる列 {Vn(x)}n∈N が存在し、次の条件を充たすことである。
任意の x ∈ X と任意の n ∈ Nに対してm ∈ Nが存在して

Vm(y) ∩ Vm(x) ̸= Ø =⇒ Vm(y) ⊂ Vn(x)

が成り立つ。

証明. 与えられた条件が距離化可能性の必要条件となることは 2−n 近傍などを考えれば明らかである。十分
条件であることを示そう。
まず、条件に現れる {Vn(x)}n∈N はすべて開近傍であり、

Vn+1(x) ⊂ Vn(x)

を充たすと仮定しても良く、x ∈ X と n ∈ Nに対して存在するmはm > nとしてもよい。（なぜか?）
また、条件に現れる x ∈ X と n ∈ Nに対して存在するmをひとつ選択し、それを q(x, n)と書こう。この
とき q(x, n) ≥ nに注意いしよう。そして ϕ : X × N → Nを

ϕ(x, 1) = 1, ϕ(x, k + 1) = q(x, ϕ(x, k))

と帰納的に定義し、各 n ∈ Nについて Un を

Un = {Vϕ(x,n)(x)}x∈X

と定義する。このとき {Un}n∈N が事実 1の条件を充たすことを見よう。
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{Un}n∈N が正規列であること：a ∈ X を任意に与え、N ∈ Nを

N = min{ϕ(x, n) | a ∈ Vϕ(x,n)(x) ∈ Un}

とし、b ∈ X を N = ϕ(b, n)を充たすものとする。すると a ∈ Vϕ(x,n)(x)の Vϕ(x,n)(x) ⊂ VN (x)から

VN (b) ∩ VN (x) ̸== Ø

であり、N = ϕ(b, n) = q(b, ϕ(b, n− 1))なので

Vϕ(x,n)(x) ⊂ VN (x) ⊂ Vϕ(b,n−1)(b)

となるからして
S(a,Un) ⊂ Vϕ(b,n−1)(b) ∈ Un−1

であるから {Un}n∈N は正規列となる。
次に {S(x,Un)}n∈N が xの基本近傍系となること：{Vn(x)}n∈N が xの基本近傍系を成していることを利
用しよう。
任意に x ∈ X と n ∈ Nを与え k = q(x, n)とすると上と同様の議論により、b ∈ X が存在して

s(x,Uk+1) ⊂ Vϕ(b,k)

となる。そして ϕの定義から ϕ(x, k) ≥ k なので単調性から x ∈ Vϕ(b,k) ⊂ Vk(b)なので

Vk(x) ∩ Vk(b) ̸= Ø

であり、k = q(x, n)なので
Vϕ(b,k) ⊂ Vk(b) ⊂ Vn(x)

つまり
s(x,Uk+1) ⊂ Vn(x)

であり、{Vn}n∈N は xの基本近傍系になるから {S(x,Un)}n∈N は xの基本近傍系となる
以上から事実 1により X は距離化可能となる。

1.2 Nagata’s “Contribution” Theorems of Metrizablity

位相空間 X について以下の４つの条件を与えよう。
条件 (T)[Triple Sequences Condition]

各 x ∈ X に xの近傍からなる３つの列 {An(x)}n∈N, {Bn(x)}n∈N, {Cn(x)}n∈N が存在して

{An(x)}n∈N は xにおける基本近傍系を成す。(1)

y ̸∈ An(x) =⇒ Cn(y) ∩Bn(x) = Ø(2)

y ∈ Bn(x) =⇒ Cn(y) ⊂ An(x)(3)

を充たす。
条件 (D)[Double Sequences Condition]
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各 x ∈ X に xの近傍からなる 2つの列 {Sn(x)}n∈N, {Tn(x)}n∈N が存在して

{Sn(x)}n∈N は xにおける基本近傍系を成す。(1)

y ̸∈ Sn(x) =⇒ Tn(y) ∩ Tn(x) = Ø(2)

y ∈ Tn(x) =⇒ Tn(y) ⊂ Sn(x)(3)

を充たす。
条件 (S)[Single Sequence Condition]

各 x ∈ X に xの近傍からなる列 {Un(x)}n∈N が存在して

{Un(x)}n∈N は xにおける基本近傍系を成す。(1)

y ̸∈ Un(x) =⇒ Un+1(y) ∩ Un+1(x) = Ø(2)

y ∈ Un+1(x) =⇒ Un+1(y) ⊂ Un(x)(3)

を充たす。
条件 (Z)[Zero Sequences Condition]

各 x ∈ X に xの近傍からなる列 {Nn(x)}n∈N が存在して、任意の x ∈ X と xの任意の近傍 U について x

の近傍 V とm ∈ Nが存在して

y ̸∈ U =⇒ Nm(y) ∩ V = Ø(1)

y ∈ V =⇒ Nm(y) ⊂ U(2)

を充たす。
J.Nagataによる次の定理が成り立つ

定理 3 (Nagata). T0 空間 X について以下は同値。

X は距離化可能(0)

X は条件 (T)を充たす(1)

X は条件 (D)を充たす(2)

X は条件 (S)を充たす(3)

X は条件 (Z)を充たす(4)

証明. (0)から他の条件が従うのは 2−n 近傍などを考えればわかる。
以下 (3) =⇒ (4) =⇒ (1) =⇒ (2) =⇒ (0)の順に証明する。
[(3) =⇒ (4)の証明]

Nn(x) = Un(x)とし、任意の xと xの任意の近傍 U について Uk(x) ⊂ U となる k を選び m = k + 1と
し、V = Um(x)とすれば条件 (Z)が成り立つことは分かる。
[(3) =⇒ (4)の証明終わり]

[(4) =⇒ (1)の証明]

まず、条件 (Z)の (2)から {Nn(x)}n∈N が xの基本近傍系になることが分かる。あとは簡単である。
[(4) =⇒ (1)の証明終わり]

[(1) =⇒ (2)の証明]

Sn(x) = An(x), Tn(x) = Bn(x) ∩ Cn(x)とすれば簡単にわかる。
[(1) =⇒ (2)の証明終わり]
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[(2) =⇒ (0)の証明]

定理 2を援用しよう。まず、Sn+1 ⊂ Sn(x), Tn+1(x) ⊂ Tn(x)を仮定してもよい（なぜか？）
最初に {Ti(x)}i∈N が xの基本近傍系であることを示そう。しかしこれは条件 (D)の (1)と (3)からすぐ
に分かる。
{Ti(x)}i∈N が定理 2の仮定をみたすことを言おう。
任意の x ∈ X と任意の n ∈ Nについて {Si(x)}i∈N が基本近傍系であることを用いると k > nでかつ

Sk(x) ⊂ Tn(x)

となる k ∈ Nが存在する。さらにm > k でかつ

Sm(x) ⊂ Tk(x)

となるm ∈ Nが存在する。そして今、
Tm(y) ∩ Tm(x) ̸= Ø

を仮定すると条件 (D)の (2)から y ∈ Sm(x)となる。そして Sm(x) ⊂ Tk(x)から y ∈ Tk(x)であるので条
件 (D)の (3)から Tk(y) ⊂ Sk(x)であり、Sk(x) ⊂ Tn(x)でかつ Tm(y) ⊂ Tk(y)なので

Tm(y) ⊂ Tn(x)

となり定理 2の仮定が充たされるので X が距離化可能であることが分かる。
[(2) =⇒ (0)の証明終わり]

2 おまけ
一様空間の距離化可能性

定理 4. 可算な基本近縁系を持つ T0 一様空間は距離化可能である。

証明. 定理の仮定を充たす一様空間を X とする。このとき、基本近縁系 {Un}n∈N を

U−1
n = Un(1)

Un+1 ◦ Un+1 ⊂ Un(2)

を充たすように取ることが出来る。このとき、{Un(x)}n∈N が条件 (S)を充たす事を見よう。まずこれが基本
近傍系であることはわかる。さて、Un+1(y)∩Un+1(x) ̸= Øと仮定し、z ∈ Un+1(y)∩Un+1(x)としよう。す
ると (z, y), (z, x) ∈ Un+1 なので Un の取り方から (y, x) ∈ Un となるので y ∈ Un が分かる。これで条件 (S)

の (2)の対偶が示された。
次に y ∈ Un+1(x)と仮定し、z ∈ Un+1(y)を任意に与えると (y, x), (z, y) ∈ Un+1 なので (z, x) ∈ Un とな
る。よって z ∈ Un(x) つまり Un+1(y) ⊂ Un(x) となるので条件 (S) の (3) が充たされる。よって以上から
X が距離化可能空間であることが分かる。
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