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0 ちょっとした準備

定義 1 (擬距離). d : X ×X → Rが X 上の擬距離であるとは

d(x, y) ≥ 0(1)

d(x, x) = 0(2)

d(x, y) = d(y, x)(3)

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)(4)

が成り立つことである。ここで x, y, z は任意である。非退化性

d(x, y) = 0 =⇒ x = y

を仮定しないことに注意せよ。擬距離は非退化性を仮定するとき、距離と呼ばれる。

擬距離空間 (X, d)に於いて
B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) < r}

と定義する。これを aを中心とする半径 r の開球という。時には dによる開球であることを強調して、

B(a, r; d)

と書くこともある。そして (X, d)上の位相を

{B(a, r) | a ∈ X, r ∈ (0,+∞)}

を開基として定義する。

命題 2. 擬距離空間 (X, d)について dと同じ位相を誘導する擬距離 eで、

e(x, y) ≤ 1

を充たすものが存在する。

証明. e(x, y) = min{d(x, y), 1} と置けば良い。これが擬距離の公理を充たすことの証明は、読者へ委ねる。
0 < ε < 1のとき、xを中心とした dによる ε開球と eによる ε開球は同じ集合になるので dと eは同じ位相

を誘導する。
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定義 3 (ゲージ空間). 空間 X に擬距離の族 D = {di | i ∈ I}が備わっている時、(X,D)を D をゲージとす
るゲージ空間という。ゲージ空間 (X,D)には

{B(x, ε; di) | x ∈ X, ε ∈ (0,+∞), i ∈ I}

を準開基とした標準的な位相が定義される。ここで B(x, ε; di)は xを中心としたは di による ε開球である。

また上の命題からゲージ空間 (X,D)に対して同じ位相を誘導するゲージ E で e ∈ E の大きさが 1を超えない

ものが存在する。

次の簡単で大事な注意を刮目せよ

注意. 位相空間 X と X ×X 上の連続関数 f : X ×X → Rがあるとき、a ∈ X と r ∈ Rを固定するとき

A(a, r) = {x ∈ X | f(a, x) < r}

は X の開集合であることに注意しよう。なぜなら ga(x) = f(a, x)は X 上の連続関数で

A(a, r) = g−1
a ((−∞, r))

で連続関数による開集合の引き戻しは開集合だからである。このことは以下度々強く用いられる。これを用い

ると、例えば位相空間 (X,O)上に距離関数 dを定義して、さらに dが X ×X 上で連続であることが分かる

と距離空間 (X, d)の開集合は位相空間 (X,O)の開集合でもある事が分かる。

命題 4 (ゲージ空間の擬距離距離付け可能性). ゲージ空間 (X, {di | i ∈ I})に於いて I が高々可算のとき X

は擬距離付け可能であり、さらに任意の x, y ∈ X,x ̸= y についてある i ∈ I が存在して

di(x, y) ̸= 0

が成り立つならば X は距離付け可能である。

証明. di ≤ 1としても良く、I が高々可算なので I ⊂ Nとしてもよい。このとき

D(x, y) =
∑
i∈I

1

2i
di(x, y)

とするとこれはどんな x, y についても有限の値になり、この級数は一様収束するのでX ×X 上の連続関数で

ある。またこれが擬距離であることを見るのは容易い。

この擬距離 D がゲージ {di | i ∈ I} と同じ位相を誘導する事を見よう。D は X × X の連続関数なの

で擬距離空間 (X,D) の開球 B(a, r;D) は (X, {di | i ∈ I}) の開集合である。よって (X,D) の開集合は

(X, {di | i ∈ I}) の開集合である。逆の事を示そう。任意の点 a ∈ X について D(a, x) < 2−iε ならば

2−idi(a, x) ≤ D(a, x)なので d(a, x) < εつまり、

B(a, 2−iε;D) ⊂ B(a, ε; di)

となる。よって (X, {di | i ∈ I})の開集合は (X,D)開集合となるので結局 (X, {di | i ∈ I})は擬距離付け可
能である。

最後に x, y ∈ X,x ̸= y についてある i ∈ I が存在して

di(x, y) ̸= 0

が成り立つとき D(x, y) > 0となるので D は距離となる。
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1 本題

BNSの証明に入る前に次の少々面倒な定理を証明しよう。

補題 5 (Stoneの定理). *1距離空間の任意の開被覆は σ 疎な開被覆で細分出来る。

証明. B(x, r)で xを中心とする r 開球を表すことにする。

{Uα}α∈A を距離空間 (X, d)の開被覆とし、その添字集合 Aは整列されているとする。これの σ 疎な細分

で開被覆となるものを構成しよう。まず各 n ∈ Nに対して

Vα,n = {x ∈ Uα | d(x,X \ Uα) ≥ 2−n}

と定義する。すると
Vα,n ⊂ Vα,n+1,

∪
n∈N

Vα,n = Uα

が成り立つ。また次のことがわかる。

(1) p ∈ Vα,n, q ̸∈ Vα,n+1 =⇒ d(p, q) ≥ 2−n

なぜなら Vα,n+1 の定義から q ̸∈ Vα,n+1 ならば任意の x ∈ X \ Uα に対して d(q, x) < 2−n−1 であるから三角

不等式を用いて x ∈ X \ Uα に対して

2−n ≤ d(p, x) ≤ d(p, q) + d(q, x) < d(p, q) + 2−n−1

なので d(p, q) ≥ 2−n となる。さて

Hα,n = Vα,n \
∪
β<α

Uβ,n+1

と定義しよう。このとき次の事が成り立つ。

(2) α ̸= β, p ∈ Hα,n, q ∈ Hβ,n =⇒ d(p, q) ≥ 2−n−1

理由を説明しよう。今 α > βと仮定しても一般性を失わない。このときHα,nの定義から p ∈ Hα,n, q ∈ Hβ,n

とすると p ̸∈ Uβ,n+1 なので (1)から d(p, q) ≥ 2−n−1 がわかる。

さてさて
Eα,n = {x ∈ X | d(x,Hα,n) < 2−n−3} =

∪
c∈Hα,n

B(c, 2−n−3)

と定義すると明らかに Eα,n は開集合であり、2−n−3 < 2−n から Eα,n ⊂ Uα がわかる。この開集合について

次の事が成り立つ。

(3) α ̸= β, p ∈ Eα,n, q ∈ Eβ,n =⇒ d(p, q) ≥ 2−n−2

*1 この方法は参考文献 [?] には A.H.Stone の論文 [?] によるものと書いているが実際に Stone の論文を読んでみると距離空間では
なく一般に全体正規空間のパラコンパクト性を証明している。その証明を距離を用いて手直しするとこのような証明になるのであ
る。全体正規空間とは任意の開被覆に正規被覆列が存在する空間のことであるが、正規被覆列にはそれと「両立」する距離を誘導
出来ることが [?] 以前に Tukey によって知られていた。Stone も最初は距離空間でやってみてその後抽象的に全体正規性から誘
導される被覆の正規列でパラコンパクト性の証明を手直ししたのかもしれない。
また、参考文献 [?]に於いて、距離空間のパラコンパクト性を証明する前の口上として、A.H.Stoneの証明は難しく、数多の数

学者の努力によってここまで簡単になった。いまから紹介する証明はM.E.Rudinによるものである。という旨のことを述べてい
るが、紹介された証明は A.H.Stoneによる証明であった。M.E.Rudinによる簡明で直接的な証明は [?]を参照されたし。
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理由を説明しよう。Eα,n, Eβ,n の定義から p ∈ Eα,n, q ∈ Eβ,n とすると s ∈ Hα,n, t ∈ Hβ,n が存在して

p ∈ B(s, 2−n−3), q ∈ B(t, 2−n−3) となる。すると (2)と三角不等式から

2−n−1 ≤ d(s, t) ≤ d(s, p) + d(p, q) + d(q, t) < 2−n−3 + d(p, q) + 2−n−3 = 2−n−2 + d(p, q)

よって d(p, q) ≥ 2−n−2 が成り立つ。

次の簡単な事実に注意しよう。
p, q ∈ B(c, r) =⇒ d(p, q) < 2r

この事実から各点 x ∈ X について B(x, 2−n−4)は族 En = {Eα,n}α∈A の高々１個の元としか交わりを持たな

い。よって En = {Eα,n}α∈A は疎である。よって
∪
n∈N

En は σ疎な {Uα}α∈A の開細分である。最後に
∪
n∈N

En

が X の被覆になってることを言おう。

x ∈ X を任意に与え、α ∈ A を x ∈ Uα となる最小の A の元とする。このとき
∪
n∈N

Vα,n = Uα からあ

る n ∈ N について x ∈ Vα,n であり α の最小から x ∈ Hα,n であり、Hα,n ⊂ Eα,n なので x ∈ Eα,n つまり∪
n∈N

En は X の被覆である。

いよいよ BNSの証明に移る。

定理 6 (Bing-長田-Smirnovの距離化可能定理). T3 空間 X について以下は同値

X は距離化可能(1)

X は σ 疎な開基を持つ(2)

X は σ 局所有限な開基を持つ(3)

証明. (2) =⇒ (3)は明らかである。以下 (1) =⇒ (2), (3) =⇒ (1)を示そう。

[(1) =⇒ (2)の証明]

B(x, r)で xを中心とする r 開球を表すことにする。すると各 i ∈ Nに対して

Ai = {B(x, 2−i)}x∈X

は X の開被覆でありかつ A =
∪
i∈N

Ai は X の開基を成している。先の補題??より各 Ai には σ 疎な開被覆で

ある細分 Ei が存在する。この時W =
∪
i∈N

Ei も σ 疎である。

W が開基になることを示そう。ところで次の簡単な事実がある。

(⋆) : x ∈ B(y, 2−k−1)ならば B(y, 2−k−1) ⊂ B(x, 2−k)

さて B が開基なのでW が開基であることを示すには各点 x と任意の n ∈ N についてある W ∈ W が存在

して
x ∈ W ⊂ B(x, 2−n)

を示せば良いが、En+1 は被覆であり An+1 の細分であるから各点 xに対して

x ∈ W ⊂ B(y, 2−n−1)

となる y ∈ X が存在する。そして (⋆)より B(y, 2−n−1) ⊂ B(x, 2−n)が成り立つ。よって

x ∈ W ⊂ B(x, 2−n)
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が成り立つ。よってW が開基であることが示されたので (2)が成り立つ。

[(1) =⇒ (2)の証明終わり]

[(3) =⇒ (1)の証明]

X の開集合系を Oとする。条件 (3)から存在が保証される X の σ 局所有な基底を B とし、

B =
∪
i∈N

Bi（各 Bi は局所有限）

としよう。

まず最初に X が正規空間であることを示そう。A,B を交わらない２つの閉集合とする。そして各 i ∈ Nに
ついて

Si = {U ∈ Bi | CL(U) ∩B = Ø, U ∩A ̸= Ø}
Ti = {V ∈ Bi | CL(V ) ∩A = Ø, V ∩B ̸= Ø}

と開集合族 Si, Ti を定義し、さらに

Mi =
∪

U∈Si

U, Ni =
∪

V ∈Ti

V

と定義する。すると各 Bi が局所有限であることから

CL(Mi) =
∪

U∈Si

CL(U), l(Ni) =
∪

V ∈Ti

CL(V )

が成り立ち、Si, Ti の定義から任意の i ∈ Nについて

(1) CL(Mi) ∩B = Ø, CL(Ni) ∩A = Ø

となる。さらに X が T3 であることと、B が開基であることから

(2) A ⊂
∪
i∈N

Mi, B ⊂
∪
i∈N

Ni

が成り立つ。そしてさらに {Mi}i∈N, {Ni}i∈N を用いて

Pi = Mi \
∪
k≤i

CL(Nk), Qi = Ni \
∪
k≤i

CL(Mk)

と定義するとこれらは開集合であり、簡単に分かるようにm ̸= nならば

(3) Pm ∩Qn = Ø

となる。また
P =

∪
i∈N

Pi, Q =
∪
i∈N

Qi

と置くとやはりこれも開集合であり、(1), (2)から

A ⊂ P, B ⊂ Q

となるが、(3)から
P ∩Q = Ø
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となる。よって X は正規である。

次に (X,O)の位相と同じ位相を誘導する高々可算個のゲージを構成しよう。B を用いて µ = (m,n) ∈ N
につき擬距離を構成する。まず U ∈ Bn に対して

K(U) =
∪

{CL(W ) | W ∈ Bm, CL(W ) ⊂ U}

と置くと Bm の局所有限性から K(U) は閉集合であり、K(U) ⊂ U を充たす。そこで X の正規性からウリ

ゾーンの補題を用いて
fU |K(U) ≡ 1, fU |X \ U ≡ 0

となる連続関数 fU : X → [0, 1]が存在する。これを用いて

dµ(x, y) =
∑

U∈Bn

|fU (x)− fU (y)|

と定義する。x, y それぞれの Bn の局所有限性を表現する開近傍を Nx, Ny とすると、Nx ×Ny 上では dµ は

有限和になるので dµ は Nx × Ny 上の連続関数である。故に dµ は X × X 上の連続関数である。*2よって

(X, {dµ}µ∈N×N)の開集合は (X,O)の開集合である。逆の事を示そう。

µ = (m,n) ∈ N× N, U ∈ Bn について a ∈ K(U)とすれば dµ(a, y) < 1ならば

|fU (a)− fU (y)| = |1− fU (y)| ≤ dµ(a, y) < 1

なので 0 < fU (y)であり、fU |X \ U ≡ 0なので結局

B(a, 1; dµ) ⊂ U

となる。よって B が (X,O)の基底なので (X,O)の開集合は (X, {dµ}µ∈N×N)の開集合でもあり、X は可算

個のゲージで位相を付ける事ができる。よって命題??から (X,O)は擬距離付け可能である。また、B が開基
であることと、元々 (X,O)がハウスドルフであることから x ̸= y について µ ∈ N× Nが存在して

dµ(x, y) ̸= 0

となることを見るのは容易いので、最終的に X が距離付け可能であることがわかる。

[(3) =⇒ (1)の証明終わり]

以下この BNSを用いた系を述べる。

系 7 (ウリゾーンの距離化可能定理). 第二可算 T3 空間は距離化可能

証明. 元を一つしか持たない族は明らかに疎であるから可算な族は σ 疎である。この事からウリゾーンの距離

化可能定理は明らかである。

定義 8. 位相空間が c.c.c. を充たすとは、X の互いに交わらない開集合の族の濃度が高々可算になるときに

言う。

*2 一般に写像 f ;X → Y は任意の U ∈ U で f |U : U → Y が連続関数であるような X の開被覆 U が存在すれば、f は X 上でも
連続である。証明は容易だろうと思うが、一応おまけのセクションで証明する。
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系 9. 距離空間に於いて次は同値*3

第二可算公理(1)

可分(2)

リンデレフ(3)

c.c.c.(4)

証明. 距離空間に限らず一般の位相空間で以下のよく知られた次の論理包含関係がある。

可分

!)L
LLL

LLL
LLL

LLL
LLL

LLL
L

第二可算公理

3;nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

#+P
PPP

PPP
PPP

P

PPP
PPP

PPP
PP

c.c.c.

リンデレフ

よって距離空間において [リンデレフ =⇒可分]と [c.c.c.=⇒第二可算公理]を示せばよい。

[c.c.c.=⇒第二可算公理 の証明] Bing-長田-Smrnov の距離化可能定理から X には σ 疎な開基が存在する

が、c.c.c.なら疎な族の濃度は高々可算になる。よって σ 疎な族の濃度も高々可算である。よって σ 疎な開基

は濃度が高々可算な開基になるので第二可算公理が成り立つ。

[c.c.c.=⇒第二可算公理の証明終わり]

[リンデレフ =⇒可分の証明]

各 n ∈ N毎に 2−n 開球全体の族 Sn = {B(x, 2−n)}x∈X は X の開被覆になるが、リンデレフ性から高々可

算個の 2−n 開球で X を被覆出来る。その可算個の 2−n 開球の中心を {xi,n}i∈N と置く。この時

D = {xi,n | i, n ∈ N}

は高々可算な集合であるが、これが X で稠密であることを言おう。各 xについて B(x, 2−k)を考える。この

時 {xi,k}i∈N の各々を中心とする 2−k 開球は X を被覆するのである i ∈ Nが存在して x ∈ B(xi,n, 2
−k)であ

るが、もちろん xi,n ∈ B(x, 2−k)である。よってこの事からX の任意の開集合はDと共通部分を持つことが

わかるので D は X で稠密である。

[リンデレフ =⇒可分の証明終わり]

定義 10 (可算コンパクト). 位相空間 X はその上の任意の可算開被覆に有限部分被覆が存在するとき可算コ

ンパクトという。また、可算コンパクト性は空間 X 上の閉集合からなる任意の有限交叉的な可算族が共通部

分をもつことと同値である。

補題 11. 可算コンパクト空間の疎な族は高々有限である。

証明. 対偶を示そう。X が無限個の集合からなる疎な族を持つとしよう。その疎な族から可算部分族を取れ

ば、X は疎な可算族をもつ事がわかる。それを {Ai}i∈N としよう。このとき { CL(Ai)}i∈N も疎な族である。

*3 この命題はわざわざ BNSを使わずとも証明できる。そのことからわかることは、距離空間には何かしら内在的な「可算性」があ
るということである。（もちろん第一可算公理を充たすのだが、そういう局所的なことではなく大域的な性質としての話である。）
それを暴いたのが BNSである。
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そして n ∈ Nについて
Fn =

∪
k≥n

CL(Ak)

と定義すれば各 Fn は非空な閉集合であり、Fn+1 ⊂ Fn を充たすので {Fn}n∈N は有限交叉性をもつ閉集合の

可算な族だが、明らかに ∩
n∈N

Fn = Ø

なので X は可算コンパクトではない。

系 12. 距離空間に於いて可算コンパクト性とコンパクト性は同値な概念である。*4

証明. コンパクト性から可算コンパクト性が出るのは明らかである。逆を示そう

BNSと補題??から可算コンパクト距離空間 X の σ 疎な開基は高々可算な族になるので、X は第二可算公

理を充たす。従ってとくにリンデレフなので X はコンパクトである。

2 おまけ

命題 13. 位相空間 X,Y と写像 f ;X → Y について、任意の U ∈ U で f |U : U → Y が連続関数であるよう

な X の開被覆 U が存在すれば、f は X 上でも連続である。

証明. 各 U ∈ U 上で f |U が連続なので、任意の U ∈ U と任意の Y の開集合 O について、f−1(O) ∩ U は U

の開集合である。また、U は X の開集合なので f−1(O) ∩ U は X の開集合でもある。そして U が被覆を成
すことから

f−1(O) =
∪
U∈U

(f−1(O) ∩ U)

が成り立ち、この式の右辺は開集合であるから、f−1(O) は X の開集合である。O は Y の任意の開集合で

あったから f : X → Y は X 上連続である。
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