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この文章では所謂 Alexandroff-Urysohn-Tukeyの距離化可能定理を証明する。そのためにまず最初のセク
ションでは被覆についての基本的な事項を紹介する。

正規被覆
定義 1 (星型集合). 集合 X とその部分集合族 A、及び S ⊂ X について

St(S,A) =
∪

{A | A ∈ A, S ∩A ̸= Ø}

を Aによる S を中心とする星型集合という。

定義 2 (∗と ∆). X の被覆 U について U∗ を

U∗ = { St(S,U) | S ∈ U}

と定義し、そして U∆ を
U∆ = { St(x,U) | x ∈ X}

と定義する。

定義 3 (細分). A,B を集合 X の部分集合の族とする。このとき Aが B の細分であるとは

∀B ∈ B ∃A ∈ A A ⊂ B

となることである。
Aが B の細分であるとき

A ≺ B

と書くことにしよう。

定義 4 (星型細分、∆細分). 集合 X の部分集合族 A,B について Aが B の星型細分であるとは

A∗ ≺ B

となることである。
また、集合 X の部分集合族 A,B について Aが B の ∆細分、又は重心細分であるとは

A∆ ≺ B
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補題 5. A ⊂ B,U ≺ V ならば
St(A,U) ⊂ St(B,V)

証明. まず St(A,U) ⊂ St(B,U)は明らかである。次に St(B,U) ⊂ St(B,V)を示そうとするのだが、細分
なので明らかである。よって証明は終わる。

補題 6. X の被覆 A,B について
A∆ ≺ B =⇒ A ≺ B

証明. 自明

補題 7. X の被覆 A,B について
A∗ ≺ B =⇒ A∆ ≺ B

証明. 補題 5から分かる。

補題 8. X の被覆 A,B, C
A∆ ≺ B,B∆ ≺ C =⇒ A∗ ≺ C

証明. A ∈ Aを任意に与える。a ∈ Aを適当に取る。V ∈ A, A ∩ V ̸= Øとすると A∆ ≺ B よりある B ∈ B
が存在し、A ∪ V ⊂ B となる。このとき a ∈ B でもある。よってこれから

St(A,A) ⊂ St(a,B)

そして B∆ ≺ C なので A∗ ≺ C となることはすぐ分かる。

補題 9. X の部分集合 S と X の被覆 A,B について A∗ ≺ B のとき

St( St(S,A),A) ⊂ St(S,B)

が成り立つ。

証明. 明らか

定義 10 (正規列、正規被覆). X の開被覆の列 {Un}n∈Z≥0
が正規列であるとは任意の nについて

U∆
n+1 ≺ Un

となること。
また、開被覆 V が正規被覆であるとは正規列 {Un}n∈Z≥0

が存在して

U0 ≺ V

となること。

補題 11. X の被覆 V が正規被覆であることと、被覆の列 {Un}n∈Z≥0
が存在して

U∗
n+1 ≺ Un, U0 ≺ V

を充たすことは同値である。

証明. 補題 7,8からすぐに分かる。
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補題 12. 位相空間 X の開被覆 U と集合 Aと開集合 U について

St(A,U) ⊂ U

が成り立つならば CL(A) ⊂ U となる。

証明. a ∈ CL(A) を任意に与えると U が被覆であることから V ∈ A, a ∈ V となる V が存在するが、a は
A の触点なので V ∩ A ̸= Ø である。よって V ⊂ St(A,U) ⊂ U である。故に a ∈ U である。以上から
CL(A) ⊂ U が分かる。

定理 13 (Stone). 位相空間 X の正規被覆には局所有限な開細分被覆が存在する。

証明. U を正規被覆とした時、補題 11より星型細分の列が存在するが、適当に番号を付け替えることによっ
て開被覆 V と開被覆列 {An}n∈Z≥0

が存在して

A0 ≺ V , V∗ ≺ U

でかつ
A∗

n+1 ≺ An

を充たす。
そして帰納的に

B1 = A1, B2 = { St(V,A1) | V ∈ B1}, . . . ,Bn = { St(V,An) | V ∈ Bn−1}, . . .

と置く。この時各 n ∈ Z+ について { St(V,An) | V ∈ Bn} は A0 の細分である。このことを帰納法によっ
て証明しよう。まず n = 1 の時は明らかである。次に n = k までは成り立っているとして n = k + 1 の
とき、V ∈ Bk+1 を与え U = St(V,Ak+1) を考える。この時 V は Bk+1 の作り方から S ∈ Bk を用いて
V = St(S,Ak+1)と表される。そして A∗

k+1 ≺ Ak なので

U = St(V,Ak+1) = St( St(S,Ak+1),Ak+1) ⊂ St(S,Ak)

なので帰納法の仮定から k + 1の場合も成り立つ。
以上のことから特に各 Bn は A0 の細分である。
次に X を整列させてその順序を <とする。そして (n, x) ∈ Z+ ×X について

Cn(x) = St(x,Bn) \
∪
y<x

St(y,Bn+1)

と定義する。この時 C = {Cn(x) | n ∈ Z+, x ∈ X}は X の被覆となる。実際 p ∈ X について

P = {z ∈ X | p ∈
∪

n∈Z+

St(z,Bn)}

とを考えると p ∈ P なので P は空では無いので最小限 y が存在する。y についてある n が存在して
p ∈ St(y,Bn)となる。このような nについて p ∈ Cn(y)となる。よって C は被覆となる。
次の主張が成り立つ。

主張 (a). n ∈ Z+ を固定したとき、U ∈ An+1 は {Cn(x) | x ∈ X}の高々１個の元としか交わらない
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[主張 (a)の証明]

いま、U ∩ Cn(x) ̸= Øとしよう。すると x ∈ V となる V ∈ Bn が存在して U ∩ V ̸= Øよって

x ∈ U ∪ V ⊂ St(V,An+1) ∈ Bn+1

故に U ⊂ St(x,Bn+1)よって Cn(x)の作り方から xを U ∩Cn(x) ̸= Øとなる最小の元とすれば U は Cn(x)

以外の {Cn(x) | x ∈ X}の元と交わらない。
[主張 (a)の証明終わり]

また、Cn(x) ⊂ St(x,Bn)であり、Bn ≺ A0 でかつ A∗
0 ≺ V なので C ≺ V である。*1

さて (n, x) ∈ Z+ ×X について

Dn(x) = St(Cn(x),An+3), En(x) = St(Cn(x),An+2)

と定義し、
D = {Dn(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}, E = {En(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}

と定義する。
このとき

St(Dn(x),Au+3) = St( St(Cn(x),An+3),An+3) ⊂ St(Cn(x), An+2) = En(x)

が成り立つので補題 12から CL(Dn(x)) ⊂ En(x)である。
ここで次の主張が成り立つ。

主張 (b). n ∈ Z+ を固定すると U ∈ An+2 は {En(x) | x ∈ X} の高々１個の元とし交わらない。特に
{En(x) | x ∈ X}は疎である。

[主張 (b)の証明]

U ∩ En(x) ̸= Ø とすると En(x) の定義から V ∩ Cn(x) ̸= Ø, U ∩ V ̸= Ø となる V ∈ An+2 が存在す
るが、U∗

n+2 ≺ Un+1 なので U ∪ V ⊂ O となる O ∈ An+1 が存在し、主張 (a) から O は Cn(x) 以外の
{Cn(x) | x ∈ X}の元と交わらないので、U は {En(x) | x ∈ X}の高々１個の元としか交わらない。
[主張 (b)の証明終わり]

また、Dn(x) ⊂ En(x)なので主張 (b)から nを固定すると {Dn(x) | x ∈ X}は疎である。よって

Fn =
∪
x∈X

CL(En(x))

は閉集合である。
そして C ≺ V , An ≺ V で V∗ ≺ U なので E ≺ U である。*2
以上を元に (n, x) ∈ Z+ ×X について

Wn(x) = En(x) \
∪
i<n

Fi

と定義する。W = {Wn(x) | (n, x) ∈ Z+ ×X}が U の局所有限な開細分被覆であることを示そう。
まず E ≺ U であり、Wn(x) ⊂ En(x)なのでW ≺ U である。

*1 証明が終わったあと詳しく説明する
*2 証明が終わった後詳しく説明する。
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次にW が被覆であることを示そう。p ∈ X を任意に与える。

∃x ∈ X p ∈ CL(Dn(x))

を成り立たせる最小の nをmとすると y ∈ X が存在して p ∈ CL(Dm(y))となり、mの最小性から
p ̸∈ F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fm−1 で、かつ p ∈ Em(y)となる。よって p ∈ Wm(y)なのでW は X の被覆となる。
最後にW の局所有限性を示そう。p ∈ X を任意に与える。すると p ∈ Ci(y) となる Ci(y) ∈ C が存在す
る。このとき

St(p,Ai+3) ⊂ Di(y)

なので St(p,Ai+3) ⊂ Fi よって k > iならば St(p,Ai+3)はWk(x) (x ∈ X)と交わらない。
そして k < i の時には A∗

i ≺ Ak であり、特に A∆
k ≺ Ai なので St(p,Ai+3) ⊂ Vk となる Vk ∈ Ak が存

在する。以上と主張 (b)を踏まえると p ∈ N となる N ∈ Ai+3 を適当に取れば、N ⊂ Vk なので N はW の
高々 i個の元としか交わらない。
これで証明が終わった。

注意 (証明の中で後で説明すると言った箇所).

[Cn(x) ⊂ St(x,Bn)であり、Bn ≺ A0 で A∗
0 ≺ V なので C ≺ V である。]の説明：x ∈ M となるM ∈ A0

を取ると補題 5から
Cn(x) ⊂ St(x,Bn) ⊂ St(M,An) ∈ A∗

0

A∗
0 ≺ V なので St(M,An) ⊂ O となる O ∈ V が存在するので結局

Cn(x) ⊂ O

となる O ∈ V が存在することになる。よって C ≺ V
[C ≺ V , An ≺ V で V∗ ≺ U なので E ≺ U である。]の説明：En(x) = St(Cn(x),An+2)である。C ≺ V
から Cn(x) ⊂ V となる V ∈ V が存在する。これと An+2 ≺ V と補題 5から

En(x) = St(Cn(x),An+2) ⊂ St(V,V) ∈ V∗

である。また、V∗ ≺ U なので St(V,V) ⊂ O となる O ∈ U が存在するので結局

En(x) ⊂ O

となる O ∈ U が存在することになる。よって E ≺ U

距離化可能定理：被覆
事実 14 (Bing-長田-Smirnovの距離化可能定理). T3 空間 X について以下は同値

X は距離化可能(1)

X は σ 疎な開基を持つ(2)

X は σ 局所有限な開基を持つ(3)

定理 15 (Alexandroff-Urysohn-Tukeyその 0). T1 空間 X について以下の条件は距離化可能性と同値。
X の被覆の列 {Un}n∈N が存在し、各 n ∈ N について Un は正規被覆であり、そして各 x ∈ X について

{S(x,Un)}n∈N が xの基本近傍系になる。
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証明. 距離化可能性からこの条件が従うのは 2−n 近傍とかを考えれば分かる。逆を示そう。
まず X が T3 である事を示そう。C を閉集合として p ̸∈ C とし、nを

St(p,Un) ⊂ X \ C

を成り立たせるものとする。この時 Un が正規被覆であることから A∆ ≺ Un となる開被覆 Aが存在する。そ
して

P = St(p,A), Q = St(C,A)

と置くと P ∩ Q = Ø である。実際、P ∩ Q ̸= Ø と仮定すると p ∈ N, C ∩ M ̸= Ø, N ∩ M ̸= Ø となる
N,M ∈ A が存在するが、x ∈ N ∩ M について A∆ ≺ Un より St(x,A) ⊂ O となる O ∈ Un が存在し、
p ∈ O ⊂ St(p,Un)で O ∩ C ̸= Øとなるが、 St(p,Un) ⊂ X \ C に反する。以上から X は T3 空間である。
さて距離化可能性を示そう。各 Un について定理 13から Vn ≺ Un となる局所有限開被覆 Vn が存在する。
このとき { St(x,Vn)}n∈N は xの基本近傍系になる。よって U を任意に与えると点 p ∈ U についてある k が
存在して St(p,Vk) ⊂ U となる。故に p ∈ V ∈ U となる V ∈ Vn が存在する。この事から

∪
n∈N Vn は X の

開基になる。そして事実 14から X は距離化可能である。

定理 16 (Alexandroff-Urysohn-Tukeyその１). T1 空間 X について以下の条件は距離化可能性と同値。
X の正規列 {Un}n∈N が存在し、各 x ∈ X について {S(x,Un)}n∈N が xの基本近傍系になる。

証明. 正規列 {Un}n∈N に属する各々の Um は正規被覆になるので先の定理から定理は明らかである。
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