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1 準備

定理 1. T3 空間に於いて以下は同値

X はパラコンパクト(1)

X の任意の開被覆は閉集合からなる局所有限な被覆によって細分される(2)

X の任意の開被覆は（閉とも開とも限らない集合からなる）局所有限な被覆によって細分される(3)

証明. T3 性から各点の閉近傍全体が基本近傍系を成してることから (1) =⇒ (2)がわかる。また (2) =⇒ (3)

は明らかであるから以下の論理包含図式が得られる。

(1) =⇒ (2) =⇒ (3)

以下 (3) =⇒ (1)を証明する。

[(3) =⇒ (1)の証明]

V をX の開被覆とすると (3)から局所有限な（閉とも開とも限らない）被覆で細分されるそれをA と置く。
Aは局所有限なので各 x毎に Aの局所有限性を担保する xの近傍Wx が存在する。ここで T3 性の仮定から

より強く CL(Wx)はAの有限個の元としか交わらないとしてもよい。するとW = {Wx}x∈X はX の開被覆

なので再び (3)からW の局所有限な被覆である細分 Bが存在する。この BはW の細分なので Bの任意の元
の閉包 CL(B)は Aの有限個の元としか交わらない。更に

C = {CL(B) | B ∈ B}

と置くとこれは局所有限な閉被覆で C ∈ C は Aの有限個の元としか交わらない。ここで A ∈ Aに対して

UA = X \
∪

{C | C ∩A = Ø C ∈ C}

と定義すると A ⊂ UA であり C の局所有限性から UA は開集合である。この時次が成り立つ。C ∈ C につ
いて

C ∩ UA ̸= Ø ⇐⇒ C ∩A ̸= Ø

なぜなら、C ∩ UA ̸= Øとすると UA の定義から C ∩A ̸= Øでしかありえない。逆は明らか。対偶を取れば

C ∩ UA = Ø ⇐⇒ C ∩A = Ø

も成り立つ。よって C は {UA}A∈A の有限個の元としか交わらない。
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{UA}A∈A が局所有限であることを示そう。各点 xについて C の局所有限性を担保する xの近傍 N が存在

する。N は C の有限個の元 C1, C2, · · · , Cm としか交わらず、C が被覆を成すことから

x ∈ N ⊂
m∪
i=1

Ci

となる。よって {UA}A∈A の元が N と交われば C1, C2, · · · , Cm のいづれかと必ず交わっているが、

C1, C2, · · · , Cm の各々は {UA}A∈A の有限個の元とし交わらないので N も {UA}A∈A の有限個の元とし

か交わらない。よって {UA}A∈A は局所有限である。最後にAが V の細分を成していることから A ∈ A毎に

A ⊂ OA

となる OA ∈ U を選び、
{UA ∩OA}A∈A

とすると、明らかに V の細分で A ⊂ UA ∩ OA で A が被覆を成してることから {UA ∩ OA}A∈A も被覆で

{UA}A∈A が局所有限であることから {UA ∩OA}A∈A も局所有限である。以上でX がパラコンパクトである

ことが示された。

[(3) =⇒ (1)の証明終わり]

系 2. 位相空間 X に、各 A ∈ F が X の閉集合で部分空間としてパラコンパクトハウスドルフであるような

局所有限な被覆 F が存在するならば X もパラコンパクトハウスドルフである。

証明. 位相的な直和空間 Y =
⨿
A∈F

Aは各 Aが T4
*1なので Y も T4になる。そして局所有限性から自然な写像

i :
⨿
A∈F

A → X

は閉写像になる。T4 空間の閉像は T4 になるのでX は T4 空間になり、特にハウスドルフ空間である。次にパ

ラコンパクト性を示そう。

U を X の開被覆とする。そして各 A ∈ F について

UA = {U ∩A}U∈U

と定義すると UA は A の開被覆である。よって A における UA の局所有限な細分である A の被覆が存在す

る。それをRA と置こう。そして

R = {S ∈ RA | A ∈ F} =
∪
A∈F

RA

と定義する。F が被覆であることから Rは X の被覆となり、U の細分となる。Rが局所有限であることを
示そう。任意の p ∈ X について F の局所有限性を担保する pの近傍 N をとる。更に O =

∩
p/∈F,F∈F

(X \ F )

とすると F の局所有限性から O は pの属する開集合である。V = N ∩ O は pの近傍である。そして V は

A1, A2, . . . As ∈ F 以外の F の元以外と交わらないとすると、O の定義から任意の i = 1, 2, . . . , s について

*1 パラコンパクトハウスドルフ空が T4 になることを思い出せ。
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p ∈ Ai である。各 UAi は Ai の中で局所有限なのでその局所有限性を担保する pの Ai における近傍 Bi が存

在する。X における pの近傍 Ui が存在して Ui ∩ Ai = Bi となる。さて、W = V ∩
s∩

i=1

Ui と置けばこれは

Rの有限個の元としか交わらない。よって Rは局所有限である。そして先の定理 1から X はパラコンパク

トであることが分かる。(Rの元は閉だとか開だとかであるとは一般に言えない。)

先の系 2の仮定における「局所有限」の部分を「有限」にした命題も成り立つ。系 2の特別な場合に過ぎな

いが、一応別に述べておく。

系 3. 位相空間 X に、各 A ∈ F が X の閉集合で部分空間としてパラコンパクトハウスドルフであるような

有限な被覆 F が存在するならば X もパラコンパクトハウスドルフである。

2 距離化可能：破片

注意. このセクション中でしばしば「距離空間の簡単な議論」と言うと思うが、それは aを中心とした半径 r

の開球を B(a, r)と書くときに
p ∈ B(x, r) =⇒ B(x, r) ⊂ B(p, 2r)

が成り立つと言うことである。

事実 4 (Bing-長田-Smirnovの距離化可能定理). T3 空間 X について以下は同値

X は距離化可能(4)

X は σ 疎な開基を持つ(5)

X は σ 局所有限な開基を持つ(6)

定理 5. ハウスドルフ空間に於いて以下は同値。

パラコンパクトでかつ局所距離化可能(1)

距離化可能(2)

証明. (2) =⇒ (1)は明らかである。逆を示そう。

まず X は T3 空間のである。そして

U = {V | V は開集合で距離化可能 }

と定義するとX が局所距離化可能であることから U は被覆であり、X のパラコンパクト性から局所有限開被

覆 V で U を細分するものが存在する。特に V の任意の元は距離化可能である。V 毎に V の位相と両立する

距離を選び dV としておく。さて各 n ∈ Nについて

An = {B(x, 2−n; dV ) | x ∈ V ∈ V}

と定義し、Bn を An を細分する局所有限開被覆とする。ここで x ∈ V について

B(x, r; dV ) = {y ∈ V | d(x, y) < r}

であろ。さて
B =

∪
n∈N

Bn
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が X の基底になることを見よう。

U をX の任意の開集合とし p ∈ U とする。この時 p ∈ V となる V ∈ V は有限個であり、そのような V に

ついて U ∩ V は V の開集合であるので nを十分大きく取ると p ∈ V となる任意の V ∈ V について

B(p, 2−n; dV ) ⊂ V ∩ U

が成立する。そして p ∈ G となる G ∈ Bn+1 が存在し、さらに Bn+1 が An+1 の細分なので G ⊂
B(y, 2−n−1; dW ) となる y ∈ X と W ∈ An+1 が存在する。B(y, 2−n−1; dW ) ⊂ W なので p ∈ W であ

るから B(p, 2−n; dW ) ⊂ W ∩ U である。そして距離空間の簡単な議論から

B(y, 2−n−1; dW ) ⊂ B(p, 2−n; dW ) ⊂ W ∩ U

なので結局
p ∈ G ⊂ U

が成り立つので BはX の開基である。そして Bは σ局所有限なのでX は事実 4から距離化可能である。

補題 6. 位相空間 X が有限個の距離化可能な閉部分空間の和なら X は距離化可能である。

証明. 位相空間 X が２つの距離化可能な閉部分空間の和であるときに証明すれば他の場合は帰納的に示さ

れる。

X = A ∪B で A,B はX の閉集合で距離化可能であるとする。A,B の位相と両立する距離をそれぞれ d, e

とする。このとき A,B はパラコンパクトハウスドルフなので系 3から X もパラコンパクトハウスドルフで

ある。

a ∈ Aについて P (a, r) = {x ∈ A | d(a, x) < r}とし、b ∈ B について Q(b, r) = {y ∈ B | e(b, y) < r}と
する。そして C(a, r), D(b, r)をそれぞれ

C(a, r) ∩A = P (a, r), D(a, r) ∩B = Q(b, r)

となる X の開集合とし、p ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B) について O(p, r) = C(p, r) ∩ D(p, r) と置く。さらに

a ∈ Int(A)について U(a, r) = C(a, r)∩ Int(A)とし、b ∈ Int(B)について V (b, r) = D(a, r)∩ Int(B)と

する。このとき O(x, r), U(a, r), V (b, r)は X の開集合である。

以上を踏まえて

Un = {O(p, 2−n) | p ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B)} ∪ {U(a, 2−n) | a ∈ Int(A)} ∪ {V (b, 2−n) | b ∈ Int(B)}

と定義し、Vnを Unを細分するXの局所有限な開被覆とする。X = Int(A)∪ Int(B)∪( Bdry(A)∩ Bdry(B))

と直和分解されることに注意しよう。このとき

V =
∪
n∈N

Vn

が X の開基になることを見よう。

W を X の任意の開集合とし、x ∈ W を任意に与える。

まず x ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B)としよう。W ∩ Aは Aの開集合でW ∩ B は B の開集合なので十分大き

く nを取れば x ∈ P (x, 2−n) ⊂ W, x ∈ Q(x, 2−n) ⊂ W となる。

さて x ∈ G となる G ∈ Vn+1 を取れば G ⊂ O(y, 2−n−1) となる y ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B) が存在する。

O(y, 2−n−1)の定義から
O(y, 2−n−1) ⊂ P (y, 2−n−1) ∪Q(y, 2−n−1)
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となり、これと距離空間の簡単な議論から O(y, 2−n−1) ⊂ P (x, 2−n) ∪ Q(x, 2−n) ⊂ W となる。よって

x ∈ G ⊂ W となる G ∈ V が存在する。
次に x ̸∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B)のとき N ∈ Nを十分大きく取れば n ≥ N のとき、任意の

p ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B)について x ̸∈ O(p, 2−n)が成り立つように出来る。

さて、各 n ≥ N 毎に x ∈ Gn となる Gn ∈ Vn を選んでおき、さらに Gn ⊂ En となる En ∈ Un も選んで

おく。このとき En が O(p, 2−n) (p ∈ Bdry(A) ∩ Bdry(B)) の形をしていることはあり得ないので En は

U(a, 2−n)もしくは V (b, 2−n)の形をしている。

無限に多くの {En}n≥N の元が U(a, 2−n)の形をしているときを考えよう。

このとき N をさらに十分大きくして U(x, 2−N ) = P (x, 2−N ) ⊂ W となるようにする。この時 N より大

きい nで x ∈ Gn ⊂ En = U(a, 2−n) = P (a, 2−n)となるものが存在する。すると距離空間の簡単な議論から

x ∈ U(a, 2−n) = P (a, 2−n) ⊂ U(x, 2−N ) = P (x, 2−N ) ⊂ W

となるので結局 x ∈ Gn ⊂ W となる。無限に多くの {En}n≥N の元が V (a, 2−n)の形をしているときも同様

である。

以上で V が開基となる事が分かった。そしてそして V は σ 局所有限で X は T3 空間なので事実 4から X

は距離化可能である。

定理 7. 位相空間 X に於いて以下は同値

X は距離化可能な閉集合からなる局所有限な族の和で書ける。(1)

距離化可能(2)

証明. (2) =⇒ (1)は明らかである。逆を示そう。

F を距離化可能な閉集合からなる局所有限被覆としよう。F の任意の元はパラコンパクトハウスドルフな
ので系 2から X はパラコンパクトハウスドルフである。また任意の p ∈ X について p近の傍 N が存在して

F の高々有限個の元としか交わらない。すると N は距離化可能な閉集合の有限個の和に含まれるので補題 6

から N は距離化可能である。つまり X は局所距離化可能である。よって定理 5から X は距離化可能である

ことが分かる。

注意. この補題は A,B に閉性を仮定しなければ成立しない。例えば非可算濃度の離散空間を１点コンパクト

化した空間は無限遠点という１点と離散空間の和であり、それらは距離化可能であるが、１点コンパクト化さ

れた空間は明らかに距離化可能で無い。

定理 8. 正規空間 X に於いて以下は同値。

X は距離化可能な開集合からなる局所有限な族の和として書ける。(1)

距離化可能(2)

証明. (2) =⇒ (1)は明らかである。逆を示そう。

U を距離化可能な開集合からなる局所有限な被覆としよう。すると X が正規であることから U の閉収縮
{FU}U∈U が存在する。つまり、

FU ⊂ U

となる閉集合の族 {FU}U∈U が存在する。
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このとき {FU}U∈U は局所有限であり、各 FU は距離化可能であるから先の定理 8から X は距離化可能で

あることが分かる。

定理 5から以下の位相多様体の距離化可能性に関する定理は明らかであろう。

系 9. 位相多様体M に於いて
距離化可能性 ⇐⇒ パラコンパクト性
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