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1 接着空間

定義 1. 全射連続写像 f : X → Y が等化写像であるとは

U が Y の開集合 ⇐⇒ f−1(U)が X の開集合

が成り立つときに言う。このとき同時に

F が Y の閉集合 ⇐⇒ f−1(F )が X の閉集合

が成立する。

例えば位相空間 X 上の同値関係 Rから誘導される商写像 p : X → X/Rは等化写像となっている。またこ

のことのある意味での逆が成り立つ。

命題 2. 等化写像 f : X → Y について X 上の同値関係 Rを

xRy
def⇐⇒ f(x) = f(y)

と定義すると
X/R ≈ Y

である。

証明. Rの同値類は f−1(y)という形をしている。xRy =⇒ f(x) = f(y)から下の可換図式を充たす連続関数

F : X/R→ Y が存在する。

X
π //

f !!C
CC

CC
CC

CC
X/R

F

���
�
�

Y

Rの定義から F は全単射である。F が開集合であることを示そう。U を X/Rの開集合として O = π−1(U)

と置くと O は X の開集合であり π(O) = U を充たす。そして

O =
∪
z∈U

f−1(F (z))

である。さて
F (U) = F (π(O)) = F ◦ π(O) = f(O)
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である。そして
f−1(f(O)) = O

が成り立つので f(O)は Y の開集合で F は開写像となる。よって F は同相写像

定義 3. X,Y を位相空間とし A ⊂ X をX の閉集合、f : A→ Y を連続写像とするときX と Y を f で接着

空間
X ∪

f
Y

を定義するが、X と Y の位相的直和空間を Z = X ⊔ Y として

{(a, f(a)) ∈ Z × Z | a ∈ A}

から生成される最小の Z 上の最小の同値関係を Rとして

X ∪
f
Y = Z/R

と定義する。X ∪
f
Y の位相は商空間 Z/Rとしての商位相を導入する。このとき次の可換図式がある。

A � � ι //

f

��

X

i

��
Y

j
// X ∪

f
Y

ここで iは写像の合成 X → X ⊔ Y → X ∪
f
Y であり、j は写像の合成 Y → X ⊔ Y → X ∪

f
Y である。

注意. A = Øの場合もありえる。その場合、X ∪
f
Y = X ⊔ Y となる。

事実 4 (この文章では使わない。). 位相空間 Qと a : X → Q, b : Y → Qが次の可換図式

A
� � ι //

f

��

X

a

��
Y

b
// Q

を充たすとき、写像 e : X ∪
f
Y → Qが存在して次の可換図式を充たす

A
� � ι //

f
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X

i
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a
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11
11

Y
j //

b

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q X ∪
f
Y

e

!!C
C

C
C

Q

要するに X ∪
f
Y は図式 Y ← A ↪→ X のプッシュアウトなのである。この命題は使わないので証明はしない

が、商空間の性質を用いれば簡単に示せる。使わないとは言え大事な性質なので言及するだけしておいた。
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命題 5. Y → X ∪
f
Y は閉写像でかつ埋め込みである。つまり Y は X ∪

f
Y の閉部分空間とみなせる。

証明. 簡単なので省略。

分離公理との関係：以下商写像 Z = X ⊔ Y → X ∪
f
Y を π と書く。また z ∈ Z の同値類を [z]と書くこと

にする。

命題 6. X,Y が T1 であるとき、X ∪
f
Y も T1 である。

証明. Z/R = X ∪
f
Y であるが、Rによる Z の同値類は以下のいづれかの形をしている。つまり X ∪

f
Y の１

点 aの π による引き戻し π−1(a)は次のいづれかの集合になる。*1

{z}
f−1(y) ⊔ {y}

よってこれらは X,Y の T1 性と f の連続性からいづれも Z の閉集合であり、商位相の定義から X ∪
f
Y の１

点は閉集合になる。

命題 7. X,Y が正規であるとき、X ∪
f
Y も正規である。

証明. ティーチェの拡張定理が成り立つこと、すなわち任意の閉集合上の [0, 1]への連続関数が空間に全体に

拡張できることと正規性が同値であった。よって閉集合上の関数が拡張できることによって正規性を示す。

F をX ∪
f
Y の閉集合とし、gを連続関数 g : F → [0, 1]とする。すると π−1(F )はX ⊔ Y の閉集合であり、

K = π−1(F ) ∩X, L = π−1(F ) ∩ Y

と置けばK,LはそれぞれX,Y の閉集合である。Y が正規であることから連続関数 g ◦ j : L→ [0, 1]は Y 全

体に拡張出来る。これを β と置く。そして X 上の閉集合 A ∪K について h : A ∪K → [0, 1]を

h(x) =

{
β ◦ f(x) (x ∈ A)

g ◦ i(x) (x ∈ K)

と置く。之がちゃんと定義できていることを見よう。x ∈ A ∩K を取ると xRf(x) より f(x) ∈ π−1(F ) で

f(x) ∈ Y であるから f(x) ∈ Lである。よって β は g ◦ j の拡張なので X ∪
f
Y の図式の可換性から

β ◦ f(x) = β(f(x)) = g ◦ j(f(x)) = g ◦ j ◦ f(x) = g ◦ i ◦ ι(x) = g ◦ i(x)

なので hはちゃんと A ∪K 上で定義されており、A,K それぞれの上で連続なので hは A ∪K 上で連続であ

る。そこで X の正規性から h を X 上までに連続的に拡張し、その関数を α とする。よって α, β から連続

関数
γ = α ⊔ β : X ⊔ Y → [0, 1]

が誘導できる。xRy =⇒ γ(x) = γ(y)であることを示そう。R の定義から x ∈ A, y = f(x)の時のみ調べれ

ば良いが、
γ(x) = α(x) = β ◦ f(x) = β(f(x))

*1 どういう場合に {z}の形の集合になるか、どういう場合に f−1(y) ⊔ {y}の形の集合になるか考えてみよ。
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なのですぐわかる。よって γ は Rによる同値類の上で一定の値を取り、X ∪
f
Y = Z/Rなので連続関数

δ : X ∪
f
Y → [0, 1]

が誘導される。この δ が g の拡張であることは作り方からすぐに分かる。以上で g は X ∪
f
Y 上まで連続的に

拡張できるので X ∪
f
Y は正規である。

系 8. X,Y が T4 であるとき、X ∪
f
Y も T4 である。

次の命題に移る前に商空間に関する簡単な事実を述べておこう。

事実 9. E を位相空間 S を E の同値関係とし U を E/S の開集合とする。このとき O = π−1(U) と置き、

T = S ∩ (O ×O)と置けば T は O の同値関係になり、U は商空間 O/T に位相同型である。

証明はしないが商空間の普遍性と空間 E の開集合 P の相対位相の開集合は E の開集合であることなどを

使えば苦なく証明できる。

命題 10. X,Y が遺伝的正規であるとき、X ∪
f
Y も遺伝的正規である。

証明. X ∪
f
Y の開集合が正規であることを示せば良い。U を X ∪

f
Y の開集合とすると先の事実から

O = π−1(U), S = R ∩ (O ×O)とすれば U は O/S に位相同型である。O/S を調べよう。

P = O ∩X,Q = O ∩ Y と置くとX,Y の遺伝的正規性から P,Qは正規空間であり、O = P ⊔Qである。。

更に B = O ∩ A = P ∩ Aとおくと之は P の閉集合であり、a ∈ Aについて aRf(a)なので f(B) ⊂ Qであ

る。g = f |B と置こう。すると
P ⊔Q/S = P ∪

g
Q ≈ U

であり、P,Qは正規であるから命題 7から U は正規である。よって X ∪
f
Y は正規である。

系 11. X,Y が T5 であるとき、X ∪
f
Y も T5 である。

次の命題に移る前に完全正規性に関する事実を述べよう

事実 12. X が完全正規である事と X の任意の閉集合 F 上の関数 g : F → [0, 1]をそのゼロ集合 g−1(0)を

保って X 上まで拡張できる、つまり関数 h : X → [0, 1]が存在して

h|F = g, h−1(0) = g−1(0)

となるものが存在することは同値である。

電波通信のどこかにこの事実の証明は載っていると思う。

命題 13. X,Y が完全正規であるとき、X ∪
f
Y も完全正規である。

証明. X ∪
f
Y の任意の閉集合がゼロ集合であることを示せば良い。ほとんど命題 7の証明と一緒である。

F を X ∪
f
Y の閉集合とする。これがゼロ集合となることを示そう。さて、π−1(F ) は X ⊔ Y の閉集合で

あり、
K = π−1(F ) ∩X, L = π−1(F ) ∩ Y
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と置けば K,Lはそれぞれ X,Y の閉集合である。Y が完全正規であることから連続関数 β : Y → [0, 1]が存

在して
β−1(0) = L

となる。そして X 上の閉集合 A ∪K について h : A ∪K → [0, 1]を

h(x) =

{
β ◦ f(x) (x ∈ A)

0 (x ∈ K)

と置く。之がちゃんと定義できていることを見よう。x ∈ A ∩K を取ると xRf(x) より f(x) ∈ π−1(F ) で

f(x) ∈ Y であるから f(x) ∈ Lであるから

β ◦ f(x) = β(f(x)) = 0

なので hはちゃんと A ∪K 上で定義されており、A,K それぞれの上で連続なので hは A ∪K 上で連続であ

る。更に定義から明らかに
h−1(0) = K

である。そこで X の完全正規性から hのゼロ集合を保ってを X 上までに連続的に拡張できる。その拡張を

αとする。さて α, β から連続関数
γ = α ⊔ β : X ⊔ Y → [0, 1]

が誘導できる。xRy =⇒ γ(x) = γ(y)であることを示そう。R の定義から x ∈ A, y = f(x)の時のみ調べれ

ば良いが、定義から
γ(x) = α(x) = β ◦ f(x) = β(f(x))

なのですぐわかる。よって γ は Rによる同値類の上で一定の値を取り、X ∪
f
Y = Z/Rなので連続関数

δ : X ∪
f
Y → [0, 1]

が誘導される。この δ について
δ−1(0) = F

となることは
α−1(0) = K, β−1(0) = L

からよくわかる。よって F はゼロ集合なので X ∪
f
Y は完全正規である。

系 14. X,Y が T6 であるとき、X ∪
f
Y も T6 である。

次の命題に移る前に次の重大な２つの事実を述べよう

補題 15. K を局所コンパクトハウスドルフ空間とし、f : X → Y を等化写像とする。このとき

f × 1K : X ×K → Y ×K

も等化写像である。
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証明. g = f × 1K として

g−1(O)が X ×K の開集合 =⇒ O が Y ×K の開集合

を示せば良い。(a, b) ∈ O を任意に与え、これが開集合であることを示す。c ∈ f−1(a) を適当に選ぶと

(c, b) ∈ g−1(O)であり、仮定から g−1(O)はX ×K の開集合なのでX の cの開近傍 N と bのコンパクト近

傍 Lが存在して (c, b) ∈ N × L ⊂ g−1(O)となる。今此処で

U = {x ∈ X | {x} × L ⊂ g−1(O)}

と U ⊂ X を定義しよう。L のコンパクト性と tube lemma から U は U は X の開集合となり c ∈ U と

なる。さて f−1(f(U)) = U を示そう。まず U ⊂ f−1(f(U)) はそもそも一般に成り立つ。逆を示そう。

x ∈ f−1(f(U))とする。すると

{x} × L ⊂ f−1(f(U))× L = f−1(f(U))× 1−1
K (1kL) = g−1(g(U × L)) ⊂ g−1(O)

なので確かに x ∈ U で f−1(f(U)) = U が成立する。よって U が開集合であることと f が等化写像であるこ

とから f(U)は Y の開集合である。さらに定義から (a, b) ∈ f(U)× L ⊂ O であるから (a, b)は O の内点と

なる。(a, b)は任意だったので O は Y の開集合となる。

定理 16. T3.5 空間 X について以下は同値

X はパラコンパクト(1)

任意のコンパクトハウスドルフ空間 Zについて X × Z は T4(2)

命題 17. X,Y がパラコンパクトハウスドルフであるとき X ∪
f
Y もパラコンパクトハウスドルフである。

証明. パラコンパクトハウスドルフ空間は T4 なので系 8 から X ∪
f
Y も T4 である。さて K を任意のコン

パクトハウスドルフ空間とする。g = f × 1K : A × K → Y × K として (X × K) ∪
g
(Y × K) を考える。

W = X ×K ⊔ Y ×K として

{
(
(a, k), (f(a), k)

)
∈W ×W | (a, z) ∈ A×K}

から生成される最小の同値関係を S とすれば

(X ×K) ∪
g
(Y ×K) = W/S

である。そして ρ : W →W/S を商写像とする。ここで商写像 π : Z → Z/Rについて

π × 1K : Z ×K → (Z/R)×K

は等化写像となる。つまり同値関係 T を xTy
def⇐⇒ (π × 1K)(x) = (π × 1K)(y)と定義すれば命題 2から

(Z ×K)/T ≈ (Z/R)×K

となる。さてW = (X ×K) ⊔ (Y ×K) = (X ⊔ Y )×K であるので S, T は同じ集合上で定義された同値関

係であり、定義から明らかに xSy ⇐⇒ xTy なので S = T なので

(X ×K) ∪
g
(Y ×K) = W/S = (Z ×K)/T ≈ (Z/R)×K
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X,Y がパラコンパクトであることからX ×K,Y ×K は T4 空間で系 8から (X ×K) ∪
g
(Y ×K)も T4 空間

となる。よってこの空間に同型な (Z/R)×K も T4 空間である。Z/Rは T4 で K は任意のコンパクトハウス

ドルフ空間なので Z/Rはパラコンパクトになる。よって Z/R = X ∪
f
Y なのでX ∪

f
Y はパラコンパクトハウ

スドルフ空間である。

2 帰納極限

定義 18. 可算個の位相空間の族 {Xi}i∈N について各 Xi は Xi+1 の部分空間となっており、と写像

{fi}i∈N, fi : Xi ↪→ Xi+1 は包含写像の族であるとする。

X1
f1
↪→ X2

f2
↪→ X3

f3
↪→ · · ·Xn

fn
↪→ · · ·

このとき X =
∪

i∈N Xi に対して

F が X の閉集合
def⇐⇒ 各 i ∈ Nについて Xi ∩ F が Xi の閉集合

として位相を定義する。この位相空間 X を可算包含列 {Xi}i∈N の帰納極限位相空間と呼び、ときには

X = lim−→Xi という記号で表す。*2また X の位相の定め方から

U が X の開集合
def⇐⇒ 各 i ∈ Nについて Xi ∩ U が Xi の開集合

となる。またまた位相の定め方から

α;X → Y が連続
def⇐⇒ 各 i ∈ Nについて α : |Xi → Yi が Xi 上の連続写像

注意. X の位相は次のように考えることも出来る。

Yi = X × {i}として Yi には Xi と同相となるような位相を定義し直和空間 Y =
⨿

i∈N Yi を作る。そして

{
(
(x, i), (y, j)

)
∈ Y × Y | i < j で x = y}

から生成される最小の同値関係を Rとしたときの商空間*3Y/Rは X = lim−→Xi と同相である。この事の証明

は簡単だから省略する。

この様に見なすことによって商位相について知られていることを lim−→Xi にも使う事ができる。

以下位相空間 X = lim−→Xi の性質を見よう

命題 19. 各 Xi が T1 ならば X = lim−→Xi も T1 である。

命題 20. 可算包含列 {Xi}i∈N について各 i ∈ NでXi がXi+1 の閉集合になっているとする。このとき各Xi

が正規ならば X = lim−→Xi も正規である。

*2 帰納極限位相空間自体はもっと一般的な状況で定義するできるが、この文書で使わないので可算包含列の帰納極限に絞ってこの様
に定義した。

*3 もちろん商位相を定義する。
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証明. X 上の任意の閉集合 F と F 上の連続関数 g : F → [0, 1]がX 全体に拡張出来る事を示せば良い。いま

帰納的に関数列 {hi}i∈N を hi : Xi → [0, 1]で hk+1 は hk の Xk+1 への拡張で

hj |F ∩Xj = g|F ∩Xj

を充たすようにを構成しよう。

まず i = 1のとき：X の位相の定め方から F ∩X1 はXi の閉集合である。そこでX1 の正規性から F ∩X1

上の関数 g|F ∩X1 : F ∩X1 → [0, 1]を X1 まで連続的に拡張出来る。これを h1 としよう。すると確かに

h1|F ∩X1 = g|F ∩X1

は成り立っている。

i = k まで構成されているとして i = k + 1のとき：X の位相の定め方から F ∩Xk+1 は Xk+1 の閉集合に

なっている。いま Xk+1 の閉集合 Xk ∪ (F ∩Xk+1)上の関数 v を

v(x) =

{
hk(x) (x ∈ Xk)

g|F ∩Xk+1 (x ∈ F ∩Xk+1)

と定義する。hk と g|F ∩Xk+1 はXk ∩F ∩Xk+1 = Xk ∩F 上同じ値をとるので確かに vは定義できて、Xk

上でも F ∩Xk+1 でも連続なので v : Xk ∪ (F ∩Xk+1)→ [0, 1]は連続である。そして Xk+1 の正規性から v

を Xk+1 までに拡張した関数を hk+1 とすれば確かに hk+1 は hk の拡張で

hk+1|F ∩Xk+1 = g|F ∩Xk+1

が成り立っている。

以上から関数列 {hi}i∈N が構成できた。そこで

H : X → [0, 1]

を
x ∈ Xi のとき H(x) = hi(x)

と定義するとこれはちゃんと定義できて、H|Xi = hi で hi は Xi 上連続なので X の位相の定め方から H は

連続関数であり、関数列 {hi}i∈N の定め方から g : F → [0, 1]の拡張になっている。よって X = lim−→Xi は正

規である。

補題 21. X = lim−→Xi の開集合 U について U は可算包含列 {Xi ∩ U}i∈N の帰納極限になっている。つまり

U = lim−→(Xi ∩ U)

証明. U の部分集合 O について

各 i ∈ Nについて (Xi ∩ U) ∩O = Xi ∩O が Xi ∩ U の開集合 =⇒ O は X の開集合

を示せば良い。Xi ∩U はXi の開集合であり、Xi ∩OはXi ∩U の開集合である。よってXi ∩OはXi の開

集合である。（開集合の相対開集合は元の空間の開集合。）よって

各 i ∈ Nについて Xi ∩O は Xi の開集合

が成り立つので X の位相の定め方から O は X の開集合となり、特に U の開集合になる。
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命題 22. 可算包含列 {Xi}i∈N について各 i ∈ NでXi がXi+1 の閉集合になっているとする。このとき各Xi

が遺伝的正規ならば X = lim−→Xi も遺伝的正規である。

証明. X の任意の開集合 U が正規であることを示せばよい。

さて X の位相の定義から U ∩Xi は Xi の開集合となるが Xi は遺伝的正規なので U ∩Xi は正規空間であ

る。そして Xi が Xi+1 の閉集合となっているから U ∩Xi は U ∩Xi+1 の閉集合となっている。よって補題

21と命題 20から U = lim−→(U ∩Xi)は正規空間になる。

命題 23. 可算包含列 {Xi}i∈N について各 i ∈ NでXi がXi+1 の閉集合になっているとする。このとき各Xi

が完全正規ならば X = lim−→Xi も完全正規である。

証明. 命題 20とほとんど同様である。

X 上の任意の閉集合 F が X のゼロ集合であることを示せば良い。いま帰納的に関数列 {hi}i∈N を

hi : Xi → [0, 1]で hk+1 は hk の Xk+1 への拡張で

h−1
j (0) = Xj ∩ F

を充たすようにを構成しよう。

まず i = 1のとき：X の位相の定め方から F ∩X1 は Xi の閉集合である。そこで X1 の完全正規性から連

続関数 h1 : X1 → [0, 1]が存在して
h−1
1 (0) = Xi ∩ F

が成り立つので良い。

i = k まで構成されているとして i = k + 1のとき：X の位相の定め方から F ∩Xk+1 は Xk+1 の閉集合に

なっている。いま Xk+1 の閉集合 Xk ∪ (F ∩Xk+1)上の関数 v を

v(x) =

{
hk(x) (x ∈ Xk)

0 (x ∈ F ∩Xk+1)

と定義する。h−1
k (0) = Xk ∩ F なので hk は Xk ∩ F ∩Xk+1 = Xk ∩ F 上 0なので確かに v は定義できて、

Xk 上でも F ∩Xk+1 でも連続なので v : Xk ∪ (F ∩Xk+1)→ [0, 1]は連続である。更に

v−1(0) = Xk+1 ∩ F

である。そしてXk+1 の完全正規性から v をXk+1 まで v のゼロ集合を保ったまま拡張した関数を hk+1 とす

れば確かに hk+1 は hk の拡張で
h−1
k+1(0) = Xk+1 ∩ F

が成り立っている。

以上から関数列 {hi}i∈N が構成できた。そこで

H : X → [0, 1]

を
x ∈ Xi のとき H(x) = hi(x)

と定義するとこれはちゃんと定義できて、H|Xi = hi で hi は Xi 上連続なので X の位相の定め方から H は

連続関数であり、関数列 {hi}i∈N の定め方から

H−1(0) =
∪
i∈N

(F ∩Xi) = F
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となるので F はゼロ集合である。よって X = lim−→Xi は完全正規である。

補題 24. K を局所コンパクトハウスドルフ空間するとX ×K は可算包含列 {Xi×K}i∈N の帰納極限になっ

ているつまり
X ×K = lim−→(Xi ×K)

が成り立つ。もちろん {Xi ×K}i∈N の包含写像は fi × 1K である。

証明. X ×K の部分集合 U について

各 i ∈ Nについて (Xi ×K) ∩ U が Xi ×K の開集合 =⇒ U が X ×K の開集合

を示せばよい。(a, b) ∈ U を任意に与える。そして x ∈ Xn とする。

H = {y ∈ K | (a, y) ∈ O}

と H ⊂ Y を定義すると之は開集合である。なぜなら

H = {y ∈ K | (a, y) ∈ O ∩ (Xn ×K)}

であり、O ∩ (Xn ×K)は Xn の開集合だからである。さて明らかに b ∈ H でK は局所コンパクトハウスド

ルフ空間なので bのコンパクト近傍 Lが存在して b ∈ L ⊂ H となる。そこで

U = {x ∈ X | {x} × L ⊂ O}

と U ⊂ X と定義する。このとき各 i ∈ Nについて

U ∩Xi = {x ∈ X | {x} × L ⊂ O ∩ (Xi ×K)}

であり、O∩ (Xi×K)がXi×K の開集合で Lがコンパクトなので tube lemmaから U ∩Xi はXi の開集合

である。よってX の位相の定め方から U はX の開集合である。そして a ∈ U である。よって U の定義から

(a, b) ∈ U × L ⊂ O

で U × L は (a, b) の近傍になるから (a, b) は O の内点である。(a, b) は任意だったから O は開集合であ

る。

命題 25. 可算包含列 {Xi}i∈N について各 i ∈ NでXi がXi+1 の閉集合になっているとする。このとき各Xi

がパラコンパクトハウスドルフならば X = lim−→Xi もパラコンパクトハウスドルフである。

証明. まずパラコンパクトハウスドルフ空間は T4 なので X は T4 となる。いま任意にコンパクトハウスドル

フ空間 K を与えると Xi がパラコンパクトハウスドルフであることから Xi ×K は T4 である。よって命題

20と補題 24から
X ×K = lim−→(Xi ×K)

も T4 である。よって X は正規で任意のコンパクトハウスドルフ空間 K について X × K が T4 なので

X = lim−→Xi もパラコンパクトである。
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3 CW複体

このセクシオンに於いて Dm でm次元閉球を表し ∂Dm でその境界を表す。つまり

Dm = {x ∈ Rm | ∥x∥ ≤ 1}, ∂Dm = {x ∈ Rm | ∥x∥ = 1}

である。また、D0 は１点であり、∂D0 = Øとする。また Z≥−1 = {n ∈ Z | n ≥ −1}とする。

定義 26 (相対 CW複体と CW複体). *4以下を充たす可算包含列 {Xi}i∈Z≥−1
の帰納極限位相空間であるよ

うな空間を位相空間 Aを核とした相対 CW複体 X = lim−→X(i) という。また、X と Aを組にして (X,A)を

相対 CW複体と言ったりする。A = Øのとき (X、Ø)を単に CW複体と言う。

(I)X(−1) = A

(II)各 k ∈ Z≥−1 について写像の族 {φk+1
α : ∂Dk+1 → X(k)}α∈Ik+1

が存在して

Φk+1 =
⨿

α∈Ik+1

φk+1
α :

⨿
α∈Ik+1

∂Dk+1 → X(k)

と置いて、
⨿

α∈Ik+1

∂Dk+1 ⊂
⨿

α∈Ik+1

Dk+1 として

X(k+1) =

 ⨿
α∈Ik+1

Dk+1

 ∪
Φk+1

X(k)

となっている。つまり X(k+1) は
⨿

α∈Ik+1

Dk+1 を Φk+1 で X(k) に接着した空間である。

⨿
α∈Ik+1

∂Dk+1 �
� ι //

Φk+1

��

⨿
α∈Ik+1

Dk+1

��
X(k)

jk
// X(k+1)

上の定義において jk : X(k) → X(k+1) は命題 5 より閉写像で埋め込みになっているので X(k) は X(k+1)

の閉部分空間とみなせる。このことと CW複体の定義とセクション 1,2次の系は明らかである。

系 27. Aが T1 ならば Aを核とした相対 CW複体 (X,A)も T1

系 28. Aが正規ならば Aを核とした相対 CW複体 (X,A)も正規

系 29. Aが遺伝的正規ならば Aを核とした相対 CW複体 (X,A)も遺伝的正規

系 30. Aが完全正規ならば Aを核とした相対 CW複体 (X,A)も完全正規

系 31. Aがパラコンパクトハウスドルフならば Aを核とした相対 CW複体 (X,A)もパラコンパクトハウス

ドルフ

系 32. CW複体はパラコンパクトハウスドルフ T6 空間である。

*4 この CW複体の定義とホワイトヘッドが定義した所謂条件 (C), (W )を充たすハウスドルフ空間という CW複体の定義が一致す
ることは例えば [2]の Appendixを参照されたし
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