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この文書ではパラコンパクトの概念を導入し、コンパクトハウスドルフ空間を用いた簡潔なパラコンパク
トネスの特徴付けを紹介する。これを用いて CW複体のパラコンパクト性を証明できるが、それはまた別の
お話。
この文章では正則、正規という言葉を T1 を仮定しない意味で用いて T3, T4 を T1 を仮定する意味で用いる。
また T3.5 空間とは T1 でかつ完全正則な空間のことである。

1 パラコンパクト性
定義 1 (局所有限性). 位相空間X に於いてX の部分集合の族 Aが局所有限であるとはX の各点 xについて
xの近傍 N が存在して

N ∩A 6= ∅となる A ∈ Aは有限個

を充たすことである。

命題 2. Aを位相空間 X の局所有限な族とする。このとき

CL

( ∪
A∈A

A

)
=
∪
A∈A

CL(A)

が成立する。*1

命題 3. 明らかに
CL

( ∪
A∈A

A

)
⊃
∪
A∈A

CL(A)

が成り立つ。逆向きの包含関係を示そう。x ∈ CL

( ∪
A∈A

A

)
とする。Aは局所有限なので xの近傍 N が存

在して
N ∩A 6= ∅となる A ∈ Aは有限個

を充たす。N と交わる Aの元を A1, A2, · · ·An とすると x ∈ CL

( ∪
A∈A

A

)
から

x ∈ CL

(
n∪

i=1

Ai

)

*1 CLは閉包作用素である。
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が成立する。しかし有限個の和集合については

CL

(
n∪

i=1

Ai

)
=

m∪
i=1

CL(Ai)

が成り立つので結局
x ∈

∪
A∈A

CL(A)

つまり
CL

( ∪
A∈A

A

)
=
∪
A∈A

CL(A)

系 4. 位相空間 X の局所有限な閉集合の族 Aについて∪
A∈A

A

は閉集合である。

系 5. 位相空間 X の局所有限な族 Aについて {CL(A)}A∈A も局所有限である。

定義 6 (細分). A,Bを集合 X の部分集合の族とする。このとき AがBの細分であるとは

∀A ∈ A ∃B ∈ B A ⊂ B

となることである。

定義 7 (パラコンパクト). 位相空間がパラコンパクトであるとは空間の任意の開被覆に対して局所有限でかつ
開被覆であるような細分が存在することである。

明らかにパラコンパクト空間の族の位相的直和はパラコンパクトになる。
次の命題はコンパクトハウスドルフ空間が正規であることの証明のアナロジーと命題 2からの帰結である。

命題 8. *2パラコンパクトハウスドルフ空間は T4

証明. 考える空間を X とする。まず最初に X が正則であることを示そう。X の点 pと pを含まない閉集合
C の任意の組を考える。このとき任意の x ∈ C について p 6∈ CL(Ux) となる。x の開近傍 Ux が存在する。
なぜなら X のハウスドルフ性から p, xを分離する開集合 O,U が存在するが

p 6∈ X \O ⊃ U

CLで X \O は閉集合なので p 6∈ CL(U)となるのでこの U を Ux とすれば良い。そして

{X \ C,Ux}x∈C

を考えるとこれは X の開被覆になっているのでパラコンパクト性からこの被覆の開細分で局所有限な Aが存
在する。このとき B = {A ∈ A | A ∩ C 6= Ø} を考えるとこの族の元 A ∈ B は細分性からある x ∈ C につ
いて

A ⊂ Ux

*2 より強くパラコンパクトハウスドルフ空間は族正規空間であることが示せるが、それはまた別の話である。
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となる。(A ∈ B ならば A ∩ C 6= Øなので A ⊂ X \ C とはならない。)よって A ∈ B ならば

p 6∈ CL(A)

さて G =
∪
B を考えると C ⊂ Gであり、そして局所有限性から

CL(G) =
∪
A∈B

CL(A)

なので p 6∈ CL(G)よって
X \ CL(G), G

が p, C を分離する開集合となる。
次に正規性を証明しよう A,B を X の交わらない２つの閉集合の任意の組とする。上より X は正則なので
各 a ∈ Aについて CL(Ua) ∩B = Øとなる aの開近傍 Ua が存在する。さて

{X \A,Ua}a∈A

を考えるとこれは X の開被覆となっているのでパラコンパクト性からこの開被覆の開細分である局所有限被
覆 U が存在する。さらに

V = {V ∈ U | A ∩ V 6= Ø}

を考えると上と同様の議論で V ∈ V ならば

CL(V ) ∩B = Ø

よって G =
∪
V と置くと A ⊂ G局所有限性から

CL(G) =
∪
V ∈V

CL(V )

なので CL(G) ∩B = Øよって
G, X \ CL(G)

が A,B を分離する開集合となる。

明らかにコンパクト空間はパラコンパクトである。さらにパラコンパクトである空間の重要な例として距離
空間がパラコンパクトであることを示そう。以下の定理の証明の中では 0 6∈ Nとし、B(x, r)で擬距離空間の
xを中心とする r 開球を表すとする。

定理 9 (Stone の定理). 擬距離空間の任意の開被覆に対し局所有限でかつ σ 疎であるような開細分が存在す
る。特に擬距離空間はパラコンパクトである。*3

証明. M.E.Rudinによる簡潔な証明 [7]を引用しよう。
X を考えている擬距離空間として {Cα}α∈A を X の開被覆とする。ただし添字 Aは整列されているものと
する。整列可能定理を用いればこのように仮定しても一般性を失わない。そして自然数 n ∈ Nに対して開集

*3 擬距離とは非退化性 d(x, y) = 0 =⇒ x = y を仮定しない距離のことである。
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合の族 Un = {Dα,n}α∈A を nについて帰納的に構成する。今、nより小さい自然数については構成が終わっ
ているとして Iα,n ⊂ X を次の３つの条件を充たす X の点 x全体の集合として定義する。

α = min{β | x ∈ Cβ}(1)

∀j < n x 6∈
∪
β∈A

Dβ,j(2)

B(x, 3 · 2−n) ⊂ Cα(3)

そして
Dα,n =

∪
x∈Iα,n

B(x, 2−n)

と定義する。こうして
Un = {Dα,n}α∈A

が定義される。n = 1 のときでも (2) が空な条件となるだけで、Iα,1 が構成され U1 がきちんと定義される。
以上により帰納的に開集合の族の列

U1,U2, · · · ,Un, · · ·

が構成される。そして
U = {Dα,n}(α,n)∈A×N

と置く。明らかに Dα,n ⊂ Cα なので U が {Cα}α∈A の細分になってる事はすぐにわかる。
U がX の被覆となることを見よう。x ∈ X について x ∈ Cα となる最小の αが存在する。そして n ∈ Nを
十分大きく取れば B(x, 3 · s−n) ⊂ Cα となる。この nについてもし

∃j < n x ∈
∪
β∈A

Dβ,j

ならばもちろん x ∈
∪
U である。一方

∀j < n x 6∈
∪
β∈A

Dβ,j

ならば x ∈ Iα,n となるので x ∈ B(x, 2−n) ⊂ Dα,n つまり x ∈
∪

U となる。いづれにせよ x ∈
∪

U なので

X =
∪

U

となり、U が X の開被覆であることがわかる。
U が局所有限である事を見よう。x ∈ X を任意に与えると U が被覆なので x ∈ Dα,n となる Dα,n ∈ U が
存在し、j ∈ Nを十分大きく取れば

B(x, 2−j) ⊂ Dα,n

となる。このとき次が成り立つ

(a) : i ≥ n+ j ならば任意のβ ∈ Aについて B(x, 2−n−j)は Dβ,iと交わらない。
(b) : i < n+ j ならば Dβ,iが B(x, 2−n−j)と交わるようなβ ∈ Aは高々一個しか存在しない。

この (a), (b)から U の局所有限性はすぐに従う。またこの (a), (b)から Uα,n が疎であることもわかる。これ
らの証明をしよう。
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(a) の証明：i ≥ n + j ならば特に i > n なので Iβ,i の定義の (2) から y ∈ Iβ,i ならば y 6∈ Dα,n そして
B(x, 2−j) ⊂ Dα,n から y 6∈ B(x, 2−j)なので

d(x, y) ≥ 2−j

が成立する。いまここで (a)が成立しない、つまり B(x, 2−n−j)が Dβ,i と交わると仮定すると

Di,β =
∪

y∈Ii,β

B(y, 2−i)

よりある y ∈ Ii,β について z ∈ B(x, 2−n−j)∩B(y, 2−i)が存在するが、i ≥ n+ j ≥ n+1及び n+ j ≥ j+1

から 2−i ≤ 2−j−1 と 2−n−j ≤ 2−j−1 となるので

2−j ≤ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2−n−j + 2−i ≤ 2−j−1 + 2−j−1 = 2−j

がわかり 2−j < 2−j となるから矛盾。よって (a)が成立する。[(a)の証明終わり]

(b)の証明：まず β 6= γ, p ∈ Dβ,i, q ∈ Dγ,i ならば 2−n−j+1 < d(p, q)が成立することを示そう。β < γ と
仮定しても一般性を失わない。D の定義から

p ∈ B(y, 2−i), q ∈ B(z, 2−i)

となる y ∈ Iβ,i, z ∈ Iγ,i が存在する。さて β < γ より Iγ,i の定義の (1)から z 6∈ Cβ が成り立ち、Dβ,i ⊂ Cβ

から
z 6∈ Dβ,i

となる。よって Iβ,i の定義の (3)から B(y, 3 · 2−i) ⊂ Dβi なので、上と合わせて z 6∈ B(y, 3 · 2−i)であるから

3 · 2−i ≤ d(y, z)

を得る。これと三角不等式から

3 · 2−i ≤ d(y, z) ≤ d(y, p) + d(p, q) + d(q, z) < 2−i + d(p, q) + 2−i = 2 · 2−i + d(p, q)

なので結局
2−i < d(p, q)

そして i < n+ j から i ≤ n+ j − 1なので 2−i ≥ 2−n−j+1 となり

2−n−j+1 < d(p, q)

が成り立つ。さてもし (b)が成り立たない、つまり B(x, 2−n−j)が Dβ,i, Dγ,i(β 6= γ)の二つと交わるなら
p ∈ B(x, 2−n−j) ∩Dβ,i, q ∈ B(x, 2−n−j) ∩Dγ,i となる p, q が存在するが

d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) < 2−n−j + 2−n−j = 2−n−j+1

となるが 2−n−j+1 < d(p, q)なので矛盾する。よって (b)が成立する。[(b)の証明終わり]

以上で証明は完結した。

次の tube lemma と呼ばれる定理は簡単だが、幅広い応用を持つ。
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定理 10 (tube lemma). X を位相空間、Y をコンパクト位相空間とする。更に x ∈ X とX × Y の開集合 O

が
{x} × Y ⊂ O

を充たしているとする。このとき X における xの開近傍 N が存在して

{x} × Y ⊂ N × Y ⊂ O

を充たす。

証明. A = {x} × Y と置く

O = {U × V | A ∩ (U × V ) 6= Ø, U × V ⊂ O, U, V はそれぞれ X,Y の開集合 }

と置くと、O は開集合族で直積の開集合の定め方から

A ⊂
∪

O

が成り立つので O は Aの開被覆である。Aは Y と同相であるからコンパクトなので

A ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O

となる O の有限部分族 {Pi ×Qi}ni=1 が存在する。そして明らかに

Y ⊂
n∪

i=1

Qi

であり
N =

n∩
i=1

Pi

と置けば x ∈ N で

A = {x} × Y ⊂ N × Y ⊂ N ×
n∪
i

Qi =
n∪

i=1

(N ×Qi) ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O

が成り立つので証明が終わる。

一般にパラコンパクト性は直積で全くもって保たれないが、次の事が知られている。

系 11. パラコンパクト空間 X とコンパクト空間 Y の直積 X × Y はパラコンパクト

証明. U を X × Y の開被覆とする。そして

N = {N ⊂ X | N は X の開集合で N × Y は U の有限個の元の和集合で被覆される }

と定義すると Y のコンパクト性と tube lemmaから

X =
∪

N

となる。X のパラコンパクト性から局所有限な N の開細分 {Ma}a∈A が存在する。細分なので各 aについて
Ma ⊂ N となる N ∈ N が存在する。よって

Ma × Y ⊂ N × Y
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となる。N の定義から N × Y は U の有限個の元の和集合で被覆される。この a毎に存在する N × Y を被覆
する U の有限個の元を

{Ub}B(a) B(a)は有限集合

と書くことにすると
Ma × Y ⊂

∪
b∈B(a)

Ub

が成立する。さて X × Y の開集合の族

G = {Ub ∩ (Ma × Y ) | b ∈ B(a) a ∈ A}

が U の細分であることは明白である。また {Ma × Y }a∈A が X × Y の開被覆を成しているので {Ub}B(a) の
定め方から G が開被覆であることがわかる。G が局所有限であることを示そう。
(x, y) ∈ X × Y とする。{Ma}a∈A の局所有限性から xの近傍 V が存在して V は {Ma}a∈A の有限個の元
としか交わらない。V と交わる {Ma}a∈A の元を

Ma1
,Ma2

, · · · ,Man

と置く。このとき N × Y は (x, y)の近傍であり、N × Y は {Ma × Y }a∈A の有限個の元

Ma1
× Y,Ma2

× Y, · · · ,Man
× Y

としか交わらない。そして各 ai について B(ai) は有限集合なので N × Y は G = {Ub ∩ (Ma × Y ) | b ∈
B(a) a ∈ A}の有限個の元としか交わらない。よって G は局所有限である。

tube lemmaのもう一つの応用として次の変数の片側がコンパクト空間になっている 2変数の実関数に関す
る性質を証明しよう。これはある意味で関数の最大値が連続的に動く事を示している。

系 12 (連続関数の sup の連続依存性). 位相空間 X とコンパクト空間 Y 及び X × Y 上の実連続関数
f : X × Y → Rについて

F (x) = sup
y∈Y

f(x, y)

で定義される F : X → Rは X 上の実連続関数である。

証明. X の任意の点 aでの連続性を示す。ε > 0を任意に与える。そして A = {a}× Y とし、S = f(A) ⊂ R
と置く。Y はコンパクトなので Aはコンパクト集合である。そして dを Rの距離とすると

D : R → R; r 7→ d(r, S)

は連続関数なので T = D ◦ f : X × Y → Rは連続である。さて T の連続性から

O = {(x, y) | T (x, y) = D ◦ f(x, y) = d(f(x, y), S) < ε}

は X × Y の開集合で明らかに A ⊂ O である。よって tube lemmaから aの開近傍 N が存在して

A ⊂ N × Y ⊂ O

となる。このとき D の定義と O の定義から (a, y), (x, z) ∈ N × Y について

(1) |f(a, y)− f(x, z)| ≤ D(S, f(x, z)) < ε
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が成り立つ。Y のコンパクト性から各 x ∈ X について

F (x) = sup
y∈Y

f(x, y) = f(x, y0)

となる y0 が存在するので、x ∈ N ならば (1)から

|F (a)− F (x)| < ε

となるので点 aでの連続性は示された。aは任意なので結局 F は X 上連続である。

以上で得られた結果を用いて次のパラコンパクト性とコンパクトハウスドルフ空間の関係を語る定理を証明
しよう。

定理 13. Y をコンパクトハウスドルフ空間とし、X ⊂ Y について

X × Y

が正規であるとする。このとき X はパラコンパクトである。

証明. {Ui}i∈I を X の開被覆とする。そして Y の開集合からなる族 Oii∈I を

Oi ∩X = Ui

となる Oi からなるものとする。そして O =
∪

i∈I Oi とし H = X ×O と置く。更に

F = {(x, y) ∈ X × Y | x = y}

と置く。この集合は包含写像 X ↪→ Y のグラフとなっているので Y のハウスドルフ性から X × Y の閉集合
となり、明らかに

F ⊂ H

となる。そして X × Y の正規性から F 上で恒等的に 0の値をとり H の補集合で恒等的に 1の値を取る実連
続関数 f : X × Y → [0, 1]が存在する。さて F : X ×X × Y → Rを

F (v, w, y) = |f(v, y)− f(w, y)|

とすると明らかに連続関数であり、Y のコンパクト性から先の系により

d(v, w) = sup
y∈Y

= |f(v, y)− f(w, y)| = sup
y∈Y

F (v, w, y)

は X ×X の連続関数であり、X 上の擬距離である。この事から dの ε開球 X の開集合であり、擬距離 dか
ら誘導される位相 Od は元々の X の位相 Oより粗い。つまり

Od ⊂ O

が成り立つ。
Wx = {v | d(x, v) < 1

2
}

と置くと族 {Wx}x∈X は (X,Od)の開被覆となり、擬距離空間はパラコンパクトであることから (X,Od)に
おける {Wx}x∈X の局所有限開細分 {Gj}j∈J が存在する。この族は Od ⊂ Oから (X,O)の局所有限開被覆
でもある。また x ∈ X を任意に固定して v ∈ Wx について f(v, v) = 0から

f(x, v) = f(x, v)− f(v, v) ≤ |f(x, v)− f(v, v)| ≤ d(x, v) <
1

2
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よって Y の中*4で
Wx ⊂ {y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1

2
}

となる。xを固定するごとに {y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1
2}は Y の閉集合であるから

Wx ⊂ CLY (Wx) ⊂ {y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1

2
}

が成立する。CLY は Y の中で閉包をとっているということである。更に H = X × O で f が H の補集合で
は恒等的に 1の値を取ることから

{y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1

2
} ⊂ O

が従う。結局
Wx ⊂ CLY (Wx) ⊂ {y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1

2
} ⊂ O

が任意の xについて成り立つ。そして {Gj}j∈J が {Wx}x∈X の細分であることから同様に

Gj ⊂ CLY (Gj) ⊂ O

が成り立つ。さて CLY (Gj) はコンパクト空間 Y の閉集合であることからコンパクトである。よって
O =

∪
i∈I Oi と CLY (Gj) ⊂ O から j ∈ J 毎に I の有限部分集合 A(j)が存在して {Oi}i∈A(j) は CLY (Gj)

の被覆となる。そして
{Gj ∩Oi | j ∈ J i ∈ A(j)}

と置くとこの族は X の開被覆となり Gj ⊂ X から Gj ∩ Oi = Gj ∩ Ui となるので {Ui}i∈I の細分となる。
{Gj}は (X,O)の局所有限細分でもあり、A(j)は有限集合であることから結局 {Gj ∩ Oi | j ∈ J i ∈ A(j)}
は {Ui}i∈I の局所有限細分となる。よって X はパラコンパクト。

この定理の以下の系の証明は明らかであろう。

系 14. 局所コンパクトハウスドルフ空間 X とその１点コンパクト化 αX について

X × αX

が正規なら X はパラコンパクト

系 15 (玉野の定理). T3.5 空間 X とそのストーン・チェックコンパクト化 βX について

X × βX

が正規なら X はパラコンパクト

これらの結果を用いて次のパラコンパクト空間の便利な特徴付けを証明する。

定理 16. T3.5 空間 X について以下は同値

X はパラコンパクト(1)

任意のコンパクトハウスドルフ空間 Z について X × Z は T4(2)

*4 X ⊂ Y であることを思い出そう
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証明. (1) =⇒ (2) 系 11よりコンパクトハウスドルフ空間 Z について X × Z はパラコンパクトハウスドルフ
空間である。よって T4 である。
(2) =⇒ (1)定理 13を踏まえると、X を部分空間として含むコンパクトハウスドルフ空間の存在を言えば
良いが、今 X は T3.5 だと仮定しているので、例えば X のストーンチェックコンパクト化 βX や十分に冪の
大きいチコノフキューブ [0, 1]m などが X を部分空間として含むので証明は完結する。*5

定理 16を用いてパラコンパクト性の色々な性質を証明しよう。

系 17. パラコンパクトハウスドルフ空間の Fσ 集合はパラコンパクト

証明. Y をパラコンパクトハウスドルフ空間 X の Fσ 集合とすると任意のコンパクトハウスドルフ空間 Z に
ついて Y × Z は X × Z の Fσ 集合となり正規空間の Fσ 集合は正規だから Y × Z は T4 となり先の定理から
Y がパラコンパクトであることがわかる。

次の定理は補題 11の拡張である。

系 18. *6パラコンパクトハウスドルフ空間と σ コンパクト T3 空間との直積はパラコンパクト

証明. X をパラコンパクトハウスドルフ空間、Y を σ コンパクト T3 空間とする。σ コンパクト空間はリンデ
レフなので特に Y はリンデレフ T3 空間なので T4 空間であり、特に T3.5 空間である。よって Y はあるコン
パクトハウスドルフ空間 Z の部分集合として実現できる。（例えば βX や十分に冪の大きいチコノフキューブ
の部分空間となる。）そして、補題 11よりX × Z はパラコンパクトハウスドルフ空間であり、Y の σ コンパ
クト性から Y は Z の Fσ 集合となるので X × Y はパラコンパクトハウスドルフ空間 X × Z の Fσ 集合とな
るので、先の補題から X × Y はパラコンパクトになる。

系 19. *7σ コンパクトな T3 空間はパラコンパクト

証明. 直前の補題に X = {∗}のときを適用すればわかる。

局所コンパクトハウスドルフ空間のパラコンパクト性について次の事実がある。

事実 20. 局所コンパクトハウスドルフ空間がパラコンパクトであるための必要十分条件は空間が σ コンパク
トな局所コンパクトハウスドルフ空間の位相的直和となること。

証明は例えば [2]参照。この事実と系 18から次が知れる。

系 21. パラコンパクトハウスドルフ空間とパラコンパクト局所コンパクトハウスドルフ空間の直積はパラコ
ンパクト。

*5 T3.5 空間は、コンパクトハウスドルフ空間の部分空間として実現できるが、逆にコンパクトハウスドルフ空間の部分空間は T3.5

空間になる。
*6 この定理の σ コンパクトをリンデレフに変更するともはや定理は成り立たない。例えばゾルゲンフライ直線同士の積などが反例に
なる。

*7 より一般に正規リンデレフ空間は強パラコンパクト、特にパラコンパクトであるが、これはまた別の話。
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2 おまけ
証明はかなり省く

事実 22. 正規 (T4)空間の可算包含列

G1 ↪→ G2 ↪→ G3 ↪→ · · · ↪→ Gn ↪→ · · ·

において Gi は Gi+1 の閉集合となっているとする。このときこの列の帰納極限空間 X = lim−→Gi =
∪
i∈N

Gi は

正規 (T4)

証明は例えば [6]参照

定理 23. コンパクトハウスドルフ空間の包含列の帰納極限はパラコンパクト

証明. コンパクトハウスドルフ空間が T4 空間であることと上の事実から X = lim−→Gi =
∪

i∈N Gi は T4 であ
り、さらに σ コンパクトである。ゆえに系 19よりパラコンパクトである。

系 24. 無限次元射影空間はパラコンパクト
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