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定理 1 (tube lemma). X を位相空間、Y をコンパクト位相空間とする。更に x ∈ X とX×Y の開集合 Oが

{x} × Y ⊂ O

を充たしているとする。このとき X における xの開近傍 N が存在して

{x} × Y ⊂ N × Y ⊂ O

を充たす。

証明. A = {x} × Y と置く

O = {U × V | A ∩ (U × V ) ̸= Ø, U × V ⊂ O, U, V はそれぞれ X,Y の開集合 }

と置くと、O は開集合族で直積の開集合の定め方から

A ⊂
∪

O

が成り立つので O は Aの開被覆である。Aは Y と同相であるからコンパクトなので

A ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O

となる O の有限部分族 {Pi ×Qi}ni=1 が存在する。そして明らかに

Y ⊂
n∪

i=1

Qi

であり

N =

n∩
i=1

Pi

と置けば x ∈ N で

A = {x} × Y ⊂ N × Y ⊂ N ×
n∪
i

Qi =
n∪

i=1

(N ×Qi) ⊂
n∪

i=1

(Pi ×Qi) ⊂ O

が成り立つので証明が終わる。
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系 2 (有限個のチコノフの定理). 有限個のコンパクト空間の族 {Xi}ni=1 について

n∏
i=1

Xi

はコンパクト

証明. 帰納法により、n = 2の時のみ示せば良い事がわかる。X,Y をコンパクト空間とし X × Y のコンパク

ト性を示す。U を X × Y の開被覆とし

N = {N | N は X の開集合で、N × Y が U の有限個の元の和集合に含まれる }

と定義する。すると、各 x ∈ X について {x} × Y がコンパクトであることと tube lemmaから

X =
∪

N

がわかる。X のコンパクト性から N の有限部分集合 {Ni}ni=1 が存在して

X =

n∪
i=1

Ni

となる。そして

X × Y =

n∪
i=1

Ni × Y =
∪
i=1

(Ni × Y )

であるが、U の定義よりNi × Y は U の有限個の元の和集合に含まれるので、
∪

i=1(Ni × Y )も U の有限個の
元の和集合に含まれる。つまりX × Y は U の有限個部分集合で被覆されるのでX × Y はコンパクトである。

系 3 (連続関数の sup の連続依存性). 位相空間 X とコンパクト空間 Y 及び X × Y 上の実連続関数

f : X × Y → Rについて
F (x) = sup

y∈Y
f(x, y)

で定義される F : X → Rは X 上の実連続関数である。

証明. X の任意の点 aでの連続性を示す。ε > 0を任意に与える。そして A = {a}× Y とし、S = f(A) ⊂ R
と置く。Y はコンパクトなので Aはコンパクト集合である。そして dを Rの距離とすると

D : R → R; r 7→ d(r, S)

は連続関数なので T = D ◦ f : X × Y → Rは連続である。さて T の連続性から

O = {(x, y) | T (x, y) = D ◦ f(x, y) = d(f(x, y), S) < ε}

は X × Y の開集合で明らかに A ⊂ Oである。よって tube lemmaから aの開近傍 N が存在して

A ⊂ N × Y ⊂ O

となる。このとき Dの定義と O の定義から (a, y), (x, z) ∈ N × Y について

(1) |f(a, y)− f(x, z)| ≤ D(S, f(x, z)) < ε
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が成り立つ。Y のコンパクト性から各 x ∈ X について

F (x) = sup
y∈Y

f(x, y) = f(x, y0)

となる y0 が存在するので、x ∈ N ならば (1)から

|F (a)− F (x)| < ε

となるので点 aでの連続性は示された。aは任意なので結局 F は X 上連続である。

定理 4. Y をコンパクトハウスドルフ空間とし、X ⊂ Y について

X × Y

が正規であるとする。このとき X はパラコンパクトである。

証明. {Ui}i∈I を X の開被覆とする。そして Y の開集合からなる族 Oii∈I を

Oi ∩X = Ui

となる Oi からなるものとする。そして O =
∪

i∈I Oi とし H = X ×O と置く。更に

F = {(x, y) ∈ X × Y | x = y}

と置く。この集合は包含写像X → Y のグラフとなっているので Y のハウスドルフ性からX × Y の閉集合と

なり、明らかに
F ⊂ H

となる。そして X × Y の正規性から F 上で恒等的に 0の値をとり H の補集合で恒等的に 1の値を取る実連

続関数 f : X × Y → [0, 1]が存在する。さて F : X ×X × Y → Rを

F (v, w, y) = |f(v, y)− f(w, y)|

とすると明らかに連続関数であり、Y のコンパクト性から先の系により

d(v, w) = sup
y∈Y

= |f(v, y)− f(w, y)| = sup
y∈Y

F (v, w, y)

は X ×X の連続関数であり、X 上の擬距離である。この事から dの ε開球 X の開集合であり、擬距離 dか

ら誘導される位相 Od は元々の X の位相 Oより粗い。つまり

Od ⊂ O

が成り立つ。

Wx = {v | d(x, v) < 1

2
}

と置くと族 {Wx}x∈X は (X,Od)の開被覆となり、擬距離空間はパラコンパクトであることから (X,Od)に

おける {Wx}x∈X の局所有限開細分 {Gj}j∈J が存在する。この族は Od ⊂ Oから (X,O)の局所有限開被覆

でもある。また v ∈ Wx について f(v, v) = 0から

f(x, v) = f(x, v)− f(v, v) ≤ |f(x, v)− f(v, v)| ≤ d(x, v) <
1

2
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よって

Wx ⊂ CLY (Wx) ⊂ {y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1

2
} ⊂ O

が成立する。{y ∈ Y | f(x, y) ≤ 1
2} ⊂ O は H = X × O で f が H の補集合では恒等的に 1の値を取ること

から従う。そして {Gj}j∈J が {Wx}x∈X の細分であることから同様に

Gj ⊂ CLY (Gj) ⊂ O

が成り立つ。さて CLY (Gj) はコンパクト空間 Y の閉集合であることからコンパクトである。よって

CLY (Gj) ⊂ O から I の有限部分集合 A(j)が存在して {Oi}i∈A(j) は CLY (Gj)の被覆となる。そして

{Gj ∩Oi | j ∈ J i ∈ A(j)}

と置くとこの族は X の開被覆となり Gj ⊂ X から Gj ∩ Oi = Gj ∩ Ui となるので {Ui}i∈I の細分となる。

{Gj}は (X,O)の局所有限細分でもあり、A(j)は有限集合であることから結局 {Gj ∩ Oi | j ∈ J i ∈ A(j)}
は {Ui}i∈I の局所有限細分となる。よって X はパラコンパクト。

系 5. 局所コンパクトハウスドルフ空間 X とその１点コンパクト化 αX について

X × αX

が正規なら X はパラコンパクト

系 6. 完全正則空間 X とそのストーン・チェックコンパクト化 βX について

X × βX

が正規なら X はパラコンパクト
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