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この文書では拡張された実数を定義し、その性質を調べる。

定義 1 (拡張された直線). 実直線 Rに Rに属さない異なる 2点 −∞,+∞を付け加えた集合を Eと書き、拡
張された実数、または拡張された直線という。つまり、集合として

E = R ⊔ {−∞} ⊔ {+∞}

である。この集合に順序、演算、位相を順次定義していく。

定義 2 (Eの順序). Eの順序は任意の a ∈ Rについて −∞ < a < +∞と直感通りに定義する。この順序に
より Eは最小値 −∞、最大値 +∞を備え、線型*1で完備*2な順序集合となる。この事を確かめるのは簡単な

割に長くなるので省略する。この順序を根拠にして、

E = [−∞,+∞]

と書いたりもする。

定義 3 (Eの演算). Eの演算を、Rの元同士の演算はそのままにまず和を

a ∈ R =⇒ (±∞) + a = a+ (±∞) + a = ±∞(1)

(+∞) + (+∞) = +∞(2)

(−∞) + (−∞) = −∞(3)

と拡張する。複合同順である。そして積を

[a ∈ E ∧ a > 0] =⇒ (±∞)× a = a× (±∞) = ±∞(4)

[a ∈ E ∧ a < 0] =⇒ (±∞)× a = a× (±∞) = ∓∞(5)

(±∞)× 0 = 0× (±∞) = 0(6)

と拡張する。複合同順である。(4), (5)では (+∞)× (±∞) = (±∞)なども主張していることに注意しよう。

さて次に a ∈ Eに対して
1

a
という新しい演算を a ∈ R \ {0}なら 1

a
= a−1 と定義し、a = ±∞ならば

1

±∞
= 0(7)

*1 順序集合として線型であるということである。つまり任意の二元 a, bについて

a < b, a = b, a > b

のいずれかが成り立つということである。
*2 線型順序集合として完備ということである。つまり任意の部分集合に上限と下限が存在するということである。
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と定義する。以上の拡張された演算に於いても (+∞) + (−∞),
+∞
+∞

,
1

0
は定義しない。*3このような未定義

な演算を不定形な演算と言う。

注意.
1

∞
は∞の逆数と言う意味ではないまた、Eに於いてはもはや

y

x
= y

1

x

が成り立たないことに注意せよ。例えば x = y =∞のとき、そもそも左辺は定義されていない。

定義 4 (Eの位相). Eに位相を定義するのだが、先に定義した Eの順序を用いて順序位相を Eに定義する。
つまり

(←, a) = {x | x < a} = [−∞, a), (b,→) = {x | b < x} = (b,+∞] (a, b ∈ E)

の形の集合全体からなる集合族を準開基とする位相である。同じ事だが

(c, d) = {x | c < x < d} (a, b, c, d ∈ E)

として、
(←, a), (b,→), (c, d) (a, b, c, d ∈ E)

の形全体の集合*4全体からなる集合族を開基とする位相である。

さて、以降はこの Eの性質を簡単に調べていく。

定理 5 (R上の連続関数の Eへの拡大). 写像 f : (a, b)→ Rは連続であるとし、

lim
x→a

f(x) = α, lim
x→b

f(x) = β (α, β ∈ E)

ならば、F : [a, b]→ Eを

F (x) =


α x = a

f(x) x ∈ (a, b)

β x = b

と定義するとこれは連続である。また、f の拡張はこの関数に限る。

証明のスケッチ. a, b, α, β がすべて Rに属してるならこれは Rの範囲で問題無く処理出来る。それ以外の場
合、例えば a ∈ Rで α =∞のときつまり lim

x→a
f(x) = +∞のとき、この式の意味は

∀K > 0 ∃δ > 0 |x− a| < δ =⇒ K < f(x)

だが、(K,+∞]という形の集合全体は Eに於いて +∞の基本近傍系を成してるので連続的に拡張出来ること
はわかる。他の場合も同様である。

定理 6 (Eの位相). Eは Rの有界閉区間と位相同型である。よって Eはコンパクト距離空間である。

*3

+∞
+∞

:= +∞×
(

1

+∞

)
= +∞× 0 = 0

と定義しても良かったが、考えることが増えるので慣習通り未定義と言うことにした。
*4 開区間と呼ぶ
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証明のスケッチ. Rの有界閉区間はどれも位相同型なので例えば Eと [−1,+1]が位相同型であることを示す。

まず双曲線関数 tanh : R→ (−1,+1)は連続で、

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x

である。これから簡単に逆関数 g : (−1,+1)→ Rが存在する事がわかり、

g(x) =
1

2
log

(
1 + x

1− x

)
である。さて

lim
x→−∞

h(x) = −1, lim
x→+∞

h(x) = +1

なので hは H : R→ [−1,+1]へと拡大する。そして、

lim
x→−1

g(x) = −∞, lim
x→+1

g(x) = +∞

なので G : [−1,+1]→ Eへと拡張する。簡単にわかるように H,Gは互いに逆写像なので Eと [−1,+1]は同

型である。

以下、Eの演算と位相の関わりを見るのだが、距離空間の間の写像の連続性を点列で特徴付ける次の事実を
思い出そう。

事実 7. 距離空間 X から距離空間 Y への写像 f : X → Y について以下は同値

f は点 a ∈ X で連続(1)

lim
n→∞

xn = aとなる X 内の任意の点列 {xn}n∈Nについて lim
n→∞

f(xn) = f(a)(2)

命題 8. 写像
f : E \ {0} → E

を

f(x) =
1

x

と定義すると、f は連続写像である。

証明.
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = 0

と定理 5よりわかる。

命題 9. D = E2 \ {(−∞,+∞), (+∞,−∞)}と置き、

F : D → E

を
F (x, y) = x+ y

と定義すると F は連続関数である。
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証明. 事実 7を用いる。(x, y) ∈ Rについての連続性は明らかなので、x, y が無限大の値を取りうる場合を考

える。

x = +∞, y ∈ R の場合： lim
n→∞

xn = +∞, lim
n→∞

yn = y ∈ R となる点列を考えたとき、十分大きい番号で
{yn}は有界となる。つまり n ≥ N ならば

−M < yn < M

となるM ∈ Rが存在するので
xn −M < xn + yn < xn +M

となり、 lim
n→+∞

(xn −M) = lim
n→∞

(xn +M) = +∞なのでこの点での連続性がわかる。[x = −∞, y ∈ R]や
[x ∈ R, y = +∞] そして [x ∈ R, y = −∞] の場合も同様である。D の定義から残るは x = y = +∞ と
x = y = −∞の場合だが、 lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = +∞ならば limn→∞(xn + yn) = +∞からわかる。

注意. わざわざ定義域を D = E2 \ {(−∞,+∞), (+∞,−∞)}としたのは

(+∞) + (−∞)

という不定形な演算を避けるためである。

次に積について調べるが、積は連続にはならない、しかし連続関数で近似できると言う性質を持っている。

以下の拡張された実数の積の性質の証明のために、実数の積の連続性を援用しよう。

事実 10 (実数の積の連続性). (x, y) ∈ R2 に xy ∈ Rを対応させる写像は連続

拡張された実数の積は先の２つの場合と違って連続にはならないが、連続関数列の極限になっていると言う

性質がある。いまだ定義されてない言葉を使うと、積はボレル写像なのである。

命題 11.
G : E2 → E

を
G(x, y) = xy

と定義すると、Gは連続ではない。しかし、E2 から Eへの連続関数列 {gn}n∈N が存在して、各点 (x, y) ∈ E2

毎に、
lim

n→+∞
gn(x, y) = G(x, y) = xy

となる。つまり {gn}n∈N は Gに各点収束する。

証明. Gが連続出ないことは、(1/n, n)→ (0,∞)で 0×∞ = 0にもかかわらず G(1/n, n) = 1であることか

らわかる。後半を示そう。まず Eから Rへの連続関数列 {fn}n∈N を

fn(x) =


−n x ∈ [−∞,−n]
x x ∈ [−n,+n]

+n x ∈ [+n,+∞]

と定義するとこれは確かに連続で各点 x ∈ Eを固定する毎に lim
n→∞

fn(x) = xとなる。そして {gn}n∈N を

gn(x, y) = fn(x)fn(y)
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と定義すると、{fn}n∈N は Rの値しか取り得ないので事実 10から gn は連続関数となり、 lim
n→∞

fn(x) = xな

ので各点 (x, y) ∈ E2 を固定する毎に
Gn(x, y) = xy

となる。これで命題の主張が全て示された。
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